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Matematika nije izolovana nauka.
Ona je osnova i klju¢ za sva Covekova saznanja.

Oyler

PREDGOVOR

Ovaj udzbenik namenjen je studentima tehnickih fakulteta i svima on-
ima koji zele da na popularan i jednostavan nacin Sto brze steknu osnovna
znanja iz apstraktne algebre, linearne algebre, diskretne matematike i os-
nova kombinatorike. Sadrzaj udzbenika Cini materija s mojih predavanja
na predmetu Diskretna matematika i linearna algebra na departmanu Ene-
rgetika, elektronika i telekomunikacije, kao i na departmanu Racunarstvo i
automatika. Udzbenik sadrzi dovoljan broj reSenih reprezentativnih zadataka
koji omogucuju lak3e shvatanje apstraktnih algebarskih i kombinatornih po-
jmova.

Zbhirka testova je vrlo znatajan dodatak ovome udzbeniku!

Kako se gotovo sva matematika temelji na relacijama poretka i ekvivale-
ncije i funkcijama, to je posvecena posebna paznja ovim oblastima, sa raznim
reprezentativnim primerima i paralelno interpretirano sa kombinatorikom,
Stoje od velike vaznosti sa strucnog i metodickog aspekta.

Delovi teksta odStampani sitnim slovima nisu potrebni za ispit.

U Novom Sadu, Autor
10. septembar 2017.



Poglavlje 1

(NESTO)
O LOGICI | SKUPOVIMA

Jedan od osnovnih pojmova matematike jeste skup. Ostali matematicki ob-
jekti (pojmovi) definiSu se polazeéi od pojma skupa. Postoji veoma snazna
intuicija o pojmu skupa, Sto pretpostavlja elementarno srednjoskolsko znanje
iskazne algebre i matematiCke logike koje omogucuje elegantnije, jasnije i
krace izuCavanje materije koja se izlaze.

U poglavlju Bulova algebra (videti 4.1, 4.2 i 4.3), iskazna algebra i alge-
bra skupova prikazane su kao primeri, modeli Bulove algebre, Cime su fakticki
obradeni iskazna algebra, deo teorije brojeva i algebra skupova!

Svima je znano da su izkazi, tj. iskazne reCenice takvi sklopovi na koje se
moze primeniti jedna i samo jedna od reci, istinito ili neistinito, tako da ,,to
ima smisla”.

Binarna operacija konjunkcija, u oznaci A, medu iskazimap i gje takva
da je iskaz p Aq istinit ako i samo ako su oba istinita, a operacija disjunkcija
u oznaci V takva daje p V g istinit ako i samo ako je bar jedan istinit.

Negacija, u oznaci 1, jeste unarna operacija takva da ako je p istinit, tada
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je “p neistinit a ako je p neistinit, tada je 1p istinit. :

Cinjenice iz prethodna dva pasusa ne mogu se dokazati, one su plod logike
ljudskoga roda (mi smo ih samo imenovali, ,,definisali’). Sada, na primer,
moze se dokazati da iskaz “l(p A q) ima uvek istu istinitosnu vrednost sa
iskazom “p V “Ig, za sve vrednosti iskaza p i g, odnosno “Il(p Ag) = ~pV “b.
Dokaz sledi efektivhom proverom sva Cetiri moguca slucaja.

Medutim, i bez provere, nama, pripadnicima ljudskoga roda, to je jasno
i bez dokazivanja, jer suprotno tome da su oba tacna, jeste da je bar jedan
netacan!

Ovaj logicki zakon naziva se Demorganov zakon (tautologija) i jasno je
da postoji u svakom ,ispravnom ljudskom mozgu”.

Logicka operacija ekvivalencija oznacena je sa i iskaz p <=q je tacan
ako i samo ako su iskazi p i g takvi da su istovremeno oba tac¢na ili oba
netacna.

Sada, umesto 1(p Aq) = ~\pVIq pisace se ‘Yp Aq) ~pV 1q.

Na taj nacin dalje se izgraduje naSa sopstvena logika, tj. formalizuje se,
ureduije.

Ako je A = {xi,x2,-- - ,xn}, tada se uvode oznake (3x G A)ir(x) (Cita
se: Postoji x iz skupa A takav da je t(x) tacno) i (Vx G A)n(x) (Cita se: Za
svako x iz skupa A je 7r(ir) tacno), koje su definisane sa:

(3x G A)7t(x) 4A ti{xi) V tt{x2) V ===V 7r(x,)

(Vx G A)it(x) AP 7r(ai) Air(x2) A se=Air(xn),

gde je 7 osobina koju proizvoljni element moze zadovoljavati ili ne zadovol-
javati, tj. &(x) je iskaz, Sto znaci da je ili tacan ili netaCan.
Simboli Vi 3 nazivaju se kvantifikatori redom ,,za svako” i ,,postoji”.
Vrlo vazne teoreme iz iskazne algebre (tautologije), koje se veoma Cesto
koriste u radu, jesu Demorganovi zakoni (videti teoremu 4.13): I(p Vq) PP
IpAlg i I(pAQ) 3pV*lg a njihove generalizacije za A —{xi, X2, ®==,xn},
gde su tt{x\), ir(x2), ===, 7r(xn) neki iskazi glase:

“9((3x GA)x)) ~ (Vx GA)lir(x)

“AVX e A)ir)”  (3x e A-\t(x).

Ili na primerima: Recenica ,,Nije tatno da postoji jednakostranian trougao”
ekvivalentna je sa ,,Svaki trougao je nejednakostranican”, gde je A - skup
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trouglova, a osobina # - biti jednakostrani¢an. Recenica ,,Nije tatno da su
svi ljudi humani” ekvivalentna je recenici ,,Postoji ¢ovek koji nije human”,
gde je A - skup ljudi, a osobina t- biti human.

Izuzetno vazna binarna operacija u algebri iskaza je i IMPLIKACIA, koja
se Cita ovako: ,ako je p, tada je i g7, Sto se oznaCava sa p => q.

Sta logika ljudskoga roda kaze, kada je iskaz p => qtacan, a kada netatan?

Implikacija kaze da ako je p taCan, onda i q mora biti tacan, a ako p
nije tatan, onda —nikom nista, sve je u redu!

Implikacija je netaCha ako i samo ako je p tacan i g netacan, i NIKAD
VISE!

Drugim reCima, ako je iskaz p netaCan, tada je p => q tacan
iskaz bez obzira da lije iskaz q tacan ili netacan!

Kada se ispituje tacnost implikacije p => q, dovoljno je proveravati samo
p = T, jer uslutaju p = J_ implikacija je uvek tatna bez obzira kakav je g, a
ako je ig= T, tada je implikacija takode tacna, bez obzira kakav bio iskaz p.

Cinjenica 1.1
Iz reCenoga sledi da se tacnost implikacije p => q proverava tako Sto se

samo pokazuje da su sluCaj p = T ig= J_ NEPOSTOJECI, odnosno
da se nikada nece desiti daje T = + .

Ova Cinjenica je osnova principa dokazivanja kontradikcijom!
To je od velikog znataja jer gotovo svaka teorema je neka implikacija
Teorema: ,,Ako je to ito, onda je to ito"
LogiCka operacija ekvivalencija oznaCena je sa <>i iskaz p <4 g je tacan
ako i samo ako su iskazi p i q takvi da su istovremeno oba tacna ili oba
netacna.

Sada se moze dokazati (proverom sva Cetiri moguca slucaja) jos$ jedan, vrlo
vazan i Cesto koriscen logicki zakon - kontrapozicija, tj. p = q o=\
jer se u nekim primerima mnogo lakSe dokazuje “lj = ‘Ip nego p =>g. Na
osnovu prethodnih pasusa i definicije implikacije, sledi da jedini
slucaj kada je prva implikacija netatna jeste p=T i gq= 1], a isto
vazi i za drugu implikaciju. To znaci da je iskaz p = q = -\
uvek tacan, tj. tautologija. Moze se primetiti da je ovim izveden dokaz bez
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koris¢enja tablice istinitosti, odnosno proveravanjem sva Cetiri slucaja!,

»Dokazati” ovaj zakon kontrapozicije slede¢im primerom:
Ako je bolestan, onda ima temperaturu.
isto je Sto i
Ako nema temperaturu, onda nije bolestan.

Treba primetiti da je ovaj zakon kontrapozicije, u stvari, onaj rnetod
dokazivanja kontradikcijom!
Ovakvo ucenje logike, beztablica istinitosti, najispravniji je naCin ucenja. Prover-
iti sve tautologije koje slede, na ovakav, isti nacin, bez tablica istinitosti!

pAg qAp pV q<=qVp

pPAp p pV p <p

pA I~ pVT <T

pVvV Il <>p pAT p

pVlip T p Alp AAT

pV(pAQ) p PAPVQ <=p
pPA@Vr) (EAgVEAr pV(@Ar)<=pPVg APV
pV@Vr) <a(pVa Vr PA(QAr) O (pAqg) Ar
1pVa) ‘lpA“lg 1GpAg) O “IpV*“ig
~l(p) p p=qg<-\ -V
p=q ~VpVq \p=mg) pA-

Ovo je samo kratak osvrt na matematicku logiku, iskaznu algebru, odnosno
na ovozemaljsku ljudsku logiku.

Ako element x pripada skupu S, to ¢e se zapisivati sa x G S, a ako
element x ne pripada skupu S, zapisivace se sa x ™ S. Konafan skup moze
se definisati zapisivanjem elemenata skupa koji se razdvajaju zarezom, a sve
to stavlja se u vitiCaste zagrade. Na primer, ako skup S sadrzi samo elemente
Xi, X2, mm xn, tada se pisSe S = {x\, xg, ...,

Skup S moze se zapisati tako Sto se pronalazi neka karakterizacija, uslov,
svojstvo 7r njegovih elemenata, koju ne poseduje nijedan element koji ne pri-
pada skupu S. Ako 7r(x) znaci x zadovoljava uslov (osobinu) 7r, tada se zapis
S = (x]7r(a)} cita: ,,S je skup svih takvih x, da x zadovoljava uslov #.” Na-
ravno, ovaj nacin zapisivanja skupova moze se koristiti i za konacne skupove.
Na primer: {x\2x —3 = 0} = {|}, xX\x G N Ax < 5} = {1,2,3, 4,5},
X\x 6 ZAN< 2} = {—1,0,1} itd. Skup koji nema elemenata naziva se
prazni skup i oznaCava se sa 0. U svakom pojavljivanju nekih skupova, uvek
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se podrazumeva da postoji neki skup U kome pripadaju svi elernenti svih
skupova koji se razmatraju. Taj skup ée se nazvati univerzalan skup U.
Skracenica za ,,ako i samo ako” bice ,,akko” ili <>

Da bi svaka definicija bila korektna, mora imati oblik ,,ako i samo ako”,
pa kad se negde u definiciji napiSe ako, podrazumeva se da je to akko, Sto je
konvencija. Ako ispred iskaza koji zavisi od x nema nikakvog kvantifikatora,
tada se podrazumeva da se piSe kvantifikator Vx.

Broj elemenata skupa A naziva se i kardinalni broj skupa A i oznaCava
sa A ili CardA.

Slede neke osnovne definicije i teoreme bez dokaza.

Definicija 1.2 Skupovi A i B jednaki su akko imaju iste elemente, ftj.
A=B <>(VWxe U (xe A xe B).

Definicija 1.3 Skup A je podskup skupa B, u oznaci A C B, akko svaki
element skupa A pripada skupu B, odnosno

ACB 4>(VXxE U) (x EA =>x E B).

Ako je skup A podskup skupa B, kaze se da je B nadskup skupa A. Ako
su A C B i A #B, tada se kaze da je skup A pravi podskup skupa B, §to
se oznaCava sa A C B. Ocevidno je da je relacija C antisimetri¢na, jer je
A =BSE-(ACBf\BCA) (videti 2.11).

Definicija 1.4 Unija skupova A i B, u oznaci AC B, jeste skup kome pri-
padaju svi elementi skupa A, i svi elementi skupa B i drugih elemenata u
skupu AC B nema, to jest

AUB = {X\x E AV X E B}.

Definicija 1.5 Presek skupova A i B, u oznaci A D B, jeste skup kome
pripadaju svi elementi koji su i elementi skupova A i B i drugih elemenata u
skupu A nB nema, odnosno

A0B={X\xEAAXEB}.

Ako je presek dvaju skupova prazan skup, za njih se kaze da su disjunktivni
skupovi.
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Definicija 1.6 Razlika skupova A i B, u oznaci A\B, skup je svih elemenata
skupa A koji ne pripadaju skupu B, to jest

A\B = xX\x GA Ax $ B}.

Definicija 1.7 Komplement skupa A u odnosu na skup U, u oznaci A ili
Ac, jeste skup svih elemenata skupa U koji ne pripadaju skupu A, odnosno

Ac= A= U\A={x\xe UAx AL
Jasno je davazi | = N\ —|Aj® AnB = 0= NAUB\ = W+ \B\

Definicija 1.8 Simetricna diferencija skupova A i B, u oznaci A + B ili
A © B, jeste skup svih elemenata iz unije skupova A i B koji ne pripadaju
njihovom preseku, to jest

A®B = (A\B) U (B\A) = {AUB) \ (ADB).

Na osnovu tautologija iz prethodne tabele automatski sledi tabela o odgo-
varaju¢im zakonima u teoriji skupova, gde su A, B i C podskupovi nekog
univerzalnog skupa U, odnosno A = U\ A .

ADB=BnA AUB = BUA
ADA=A AUA = A

And) = 0 AU U= U

Aud = A Anu=A

AU4= U AnA =0

AU(AnB) = A Afl(AUB) = A
An(Buc)=(AnB)u(Anc) AU(BNC)= (AUB) Nn(AuC)
AU(BUC) = (AUB) UC An(BnC)= (AnB)nC
AUB =ANB AnB=AUB

I = A ACB+BCA

ACB <=>AUB = U ~\ACB) AnNnBi-0

Videti definiciju 4.1, primer 4.3 i teoreme od 4.5 do 4.13.

Definicija 1.9 Partitivni skup skupa A, u oznaci V(A), skup je svih pod-
skupova skupa A, to jest

V(A) = {X\X C A}.
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Na primer, ako je A = {1, 2, 3}, tada partitivni skup skupa A je

V(A) = {0, {'}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2,3}

Nemojte pojam partitivog skupa da pomeSate sa pojmom particije skupa!
Sve particije skupa {1, 2, 3} su:

{{1.2,3}}.{{1.,2}, {3}}.{{1.,3}, {2}}.{{2,3}, {1}}.{{1} {2}, {8}}

Kroz slede¢a dva primera i teoreme postepeno ée se prikazati ¢uvena
formula uklju€enja - iskljucenja, koja je za k = 2 i k = 3 poznata jo§ iz
osnovne Skole!

Primer 1.10 Za bilo koje podskupove A\,A2,A?, i A4 skupa A vazi:
WM\ UA2I= Hi |+ IA2 —\A\n A2}

VA UA2 UA3L = JA] i- VW + \8$ ]
—Ai n A2l 2AI NA3 —"2 nAs\ + \Ai nA*n A3l

\A UA2 UA3U Al = FIH-A2L+ 1030 a4l
—Juli n A2I2AI N AS\AT N AN—H2 N 432 N HAHU3 N HAL
+|+i N A2 n H3+ i n AN N HAL [Hi n A3 N H4 H2 n A3 n Adl
—\AI N A2 N AN N A4\,

Teorema 1.11 Neka su A\,A2, mm, Ak proizvoljni podskupovi skupa Aom Ako je Mdl=

Ajx|= ai, 1Aji n Aj2]= a2, Rjxn Aj2n+ 31= 03, R2ln+ 2nAj3n+ 41= 04, mee
eem, Ajt n Aj2n eeen Ajt\= a,, za svaku permutaciju (ji,42, mme jk) skupa {1, 2, ==m,k}, tadaje \6U
42U eeeU Ak' = >+: .p - 1), 1(})«,.

Drugim re¢ima, skupovi A\,A2, mmm Ak imaju isti broj elemenata a\ = \A\ = eee = \AK\ kao i broj
elemenata preseka bilo kojih skupova iz A\, A2, mmm Ah uvek je isti broj a,, za svaho i.

Dokaz teoreme 1.11 indukcijom je vrlo jednostavan. Dokazite sami! U dokazu se jedino koristi
atai)=ciB-

Teorema 1.12 Pod uslovima prethodne teoreme i zbog njenog tvrdenja vaZzi:

k ,
1+ n emenidfcj= | Ai U «meU AK\SNAON- |+ U == \JAK\~ (- 1) 1} ,)a*

k k k
.malo hrate” N + u * =1+l- |IM<
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Teorema 1.12 neposredna je posledica Demorganovog zakona, teoreme |S] = \NN—|S|, i teoreipe 1.11,
gde je S = U\S komplement skupa S u odnosu na skup U i, naravno, S C U. U naSem primeru je

S=A\UmmUA" i U = Aq.

Definicija 1.13 Particija (podela ili razbijanje) skupa A, skup je nepraznih
podskupova skupa A, od kojih su svaka dva disjunktivnha (nemaju zajednicCke
elemente, tj. presek im je prazan skup), a njihovaje unija ceo skup A. Svaka
particija odreduje tacno jednu relaciju ekvivalencije.

Broj svih particija nekoga skupa od n elemenata jednak je broju svih mogucih rasporedivanja
n kuglica koje se RAZLIKUJU u najvise n kutija koje se NE RAZLIKUJU i jednak je broju
svih relacija ekvivalencije n-to¢lanog skupa. Neke kutije mogu biti i prazne! Na primer, ako

su sve kuglice u jednoj kutiji, to je samo jedna moguénost!

Definicija 1.14 Tip particije skupa A od n elemenata na k podskupova je
uredena k-torka prirodnih brojeva u neopadajuc¢em poretku, Cijaje svaka kom-
ponenta broj elemenata nekog podskupa u toj particiji. Ocevidno je da zbir
komponenata ove k-torke je n.

Koliko tipova particija ima Sesto¢lani skup?

Ako skup A ima n elemenata, tada se broj svih particija skupa A na k podskupova obeleZzava sa
5” i naziva se Stirlingov broj. Sada je jasno da je broj svih particija skupa od n elemenata jednak
87 + ST + ewet SN~ L .o

Na primer, sve particije skupa {!, 2, 3}, odnosno sva rasporedivanja tri razli€ite kuglice u najvise tri
kutije koje se ne razlikuju, jesu

{{!>2,3}}.{{1, 2}, {3}}.{{1. 3}, {2}}.{{2. 3}.{1}}.{{1}, {2}, {3}} i njhov broj je Sf + S§ + Sf = 1+
3+ 1=05.
Napisati sve particije skupa {1, 2,3,4}, kojih ima Sf + Sj + +Sj=1+7+6+ 1= 15

Na primer, |{1,2,3,4,5}}, {{1, 2}, {3,4,5}}, 1{1}, {2}, {3,4,5}}, tri su ilustracije particije skupa
{1,2, 3,4, 5}, kojih ima ukupno S® + S| + Sf+ S| + Sf = 1+ 15+ 25+ 10+ 1= 52, a {{1, 2,3,4,5,6}},
{{1.,2},{3.4,5,6}}, {{1},{2,6} {3,4,5}}, {{1,2},{3.,4}, {5 6}} i particija {{1, 5}, {3,6},{2,4}} su
nekih pet primera particija skupa A = {1, 2,3,4,5,6}, kojih ima ukupno S® + 5® + S| + S| + Sf + S| =
1+ S+ @+ B2+ @+ D+ @@3f+ 3)+ 2(@h + (2) + 1 = 203 1ima 11 sabiraka ier
ima 11 tipova svih mogucih particija skupa A u odnosu na broj elemenata u podskupovima tih particija
i to su: (6),(1,5),(2,4), (3,3),(1,1,4),(1,2,3), (2,2,2),(1,1,1,3),(1,1,2,2),(1,1,1,1,2),(1,1,1,1,1,1) (videti 1.14).
Prema tome, broj svih particija, a time i broj svih relacija ekvivalencije u skupovima koji imaju 1, 2, 3,

4, 5i 6 elemenata je redom 1, 2, 5, 15, 52 i 203 (videti definiciju 2.12)

Ako se kaze ,dat je skup {al7a2,..., anj od n elemenata” podrazumeva
se da su svaka dva medu njima razlicita.



Poglavlje 2
RELACIJE

Binarna relacija, odnosno bilo koji skup uredenih parova, jedan je od osno-
vnih pojmova matematike neophodan u svima njenim oblastima i u mnogim
drugim naukama. Bez pojma relacije nemoguce je dehnisati mnoge matematicke
objekte i razumeti druge oblasti matematike i nauke. U cilju lakSeg i boljeg
razumevanja, ukratko ce se reci nesto o relacijama i ilustrovati odgovaraju¢im
primerima.

Ureden par se oznaCava sa (a, b) i razlikuje se od dvoclanog skupa {a, b}
samo po tome Sto je za ureden par bitan redosled, tj. ko je prvi a ko drugi
element para, dok kod dvoclanog skupa redosled nije bitan, paje, na primer,
(2,3) M (3,2) dok je {2,3} = {3,2}.

Evo i precizne matematicke definicije uredenog para, koja nije neophodna,
ali nije loSe procitati je, zbog matematicke pismenosti i konstatovati da ona
govori potpuno isto Sto i prethodni pasus.

Definicija 2.1 Ureden par elemenata a ib u oznaci (a, b) skup je {{a}, {a, 6}} tj. (a,b) = {{a}, {a, 6}}.
Element a naziva se prva komponenta, a element b druga komponenta para (a,b).

Teorema 2.2 Uredeni parovi (a, b) i (c,d) jednaki su akko je a=c ib=d.
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Dokaz Ako su a = c i b = d, tada je ocevidno (a,6) = (c,d). Neka je sada (a,b) = (c,d), tj.
{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. Kako postoji jednakost dva dvo€lana skupa, postoje i dve mogucnosti. Prva
je {a} = {c} i {a,b} = {c,d}, a druga {a} = {c,d} i {a, b} = {c}. Na osnovu definicije jednakosti dva
skupa u prvom je slucaju a = ¢ \b=d, udrugoma =c=d= b

Treba primetiti da je teorema 2.2, u stvari, ekvivalentna definiciji 2.1.

Drugim re¢ima, moZe se re¢i da je ureden par dvoclani skup kod kojeg je bitno ko je prvi a ko drugi
element.

Definicija 2.3 Uredena trojka elemenata a, b i c, $to se oznacava sa (a, b, c), jeste ((a, b),c), to jest
(a,b,c) = ((a, b), c).

Dalje se rekurzivno definise uredena n-torka, tj. niz duzine n:
(ai, a2, mmm a,) = ((ai,a2,... ,an-i),a,,) za n=3,4,...

FunkcUa ( aia2283 aj ' n'zZ °27° 3 x*!
uredena n-torka (ai, a2,03,..., an)
I reC aia2a3 ... an duzine n
su ekvivalentni pojmovi!

Definicija 2.4 Dekartov proizvod, skupova A i B u oznaci A x B, skup je
svih uredenih parova Cija prva komponenta pripada skupu A, a druga skupu
B, odnosno

Ax B = {(a, h)\aE A AbGB}.

Na primer, ako su A = {1, 2,3} i B = {x, y}, tadaje

AxB = {(I,x), (1,.27), (2,xX), (22/), (3,x), (3,2/7)}. Ako se u prethodnoj defini-
ciji uzme daje A = B, dobija se A x A, §to se oznaCava sa A2 Cita ,,Dekartov
kvadrat skupa A”. Analogno tome An je skup svih uredenih n-torki Ciji su
elementi iz skupa A i naziva se n-ti Dekartov stepen skupa A. Na primer,

akosu A={0,1}iB = {1, 2,3}, tadaje A3=
- {(0,0,0), (0,0, 1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,2), (1,1,0), (1,1, 1)}.
B2= {(1,1), (1, 2), (1,3), (2,1), (2, 2), (2,3), (3,1), (3, 2), (3, 3)}.
Treba primetiti razliku izmedu skupova i uredenih n-torki. Na primer,

(X, x,y) £ (x,y,x) dok je {x,x,y} = {x,y,x} = {y, x, x} = {X, y}.

Definicija 2.5 Binarna relacija p je bilo koji skup uredenih parova. Skup
svih prvih komponenti relacije p oznacavace se sa '‘D(p), a skup svih drugih
komponenti sa A(p).
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Definicija 2.6 Bmarna relacija p je relacija skupa A akko je skup A skup
svih prvih i drugih komponenti skupa p ili njegov nadskup, odnosno akko je
V{p) UA(p) C A.

Ako nije zadat skup A, podrazumeva se daje A = V{p) UA{p).

Definicija 2.7 Binarna relacija p skupa A je bilo koji podskup od A2,
odnosno p C A2,

Prethodne dve definicije su ekvivalentne jer vazi sledeéa lema.

Lema 2.8 Ako je p skup uredenih parova, V{p) skup svih prvih komponenti
od p i A{p) skup svih drugih komponenti od p, tada je

/)C A20 V(p) uA(p) c A
Na primer, u skupu A = {1, 2, 3} posmatrati relacije
Pi = {(1, 2), (1,3), (2,3)}ip2= {(1,1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (3, 3)}.

Relacija p\ je relacija < (,,manje od”) u skupu {1,2,3}. Uobicajeno je da
se umesto (x,y) £ p\ piSe xppg, u prethodnom primeru umesto (1,2) £<
pise se i 1 < 2. Relacija p2je relacija ,,deli”, koja se oznaava sa |pa je
(1,2) e p200 (1,2) £ JOO 12, Sto znaci 1 deli 2.

Jo§ jednom istaknimo:
Binarna relacija je SAMO sinonim za skup uredenih parova!

Ako je p binarna relacija (skup uredenih parova) skupa A, tadaje A skup
svih prvih i drugih komponenti od p ili neki njegov nadskup, pa je onda
ocevidno da je p C A2

Definicija 2.9 Relacija inverzna relaciji p oznaCava se sa p™l1 i ona je
P~x= {(x,y)\(y.x) £ p).

Za relacije p\ i p2 iz prethodnog primera imamo
Pbl= {(2,1), (3,1),(3,2)}ipjl= {(1,1), (2,1), (3,1), (2, 2), (3, 3)}, odnosno
px1jeste relacija ,,vece od” (pj™~je >) i pijljeste relacija ,,deljiv je sa” u skupu
{1,2,3}. ' e ———

Definicija 2.10 X py (X,yY) GP I(x py) O (xy) £p
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Definicija 2.11 Relacija p skupa A je:

refleksivna (R) (Vx e A) Xp X
simetri¢na S < (Vx,yEA) Xpy ®ypX
antisimetricna (A) RR (Vx,yE A) (XpYRypx)=>x =y
tranzitivna () < (YxyzEA) (xpyAypz)=Rxpz
funkcija (0 » (WX y,z EA) (XpyRxpz)=Ry =1z

Neka su u skupu A = {1, 2,3, 4,5} definisane relacije

Pi= {(1,2), (3.5), (4.2), (1,5), (3,2), (1,3), (4.3)}, p2= {(1,1), (2,2)}

p3 = {(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5)}.

Relacija pi nije refleksivna jer, na primer, (1,1) ~ pi, nije ni simetri¢na jer
(1,2) E pi, a (2,1) ™ pi, jeste antisimetricna, jer za svaki par od pi Cije
su komponente razliCite vazi da njemu simetrican par nije element od pi i
nije tranzitivna jer (4,3) E pi A(3,5) E pi ali par (4,5) ™ pi, nije funkcija
jer se original 1 preslikava u dve razliCite slike. Relacija p2 je simetricna,
antisimetricna i tranzitivna, a nije refleksivna jer, na primer (3, 3) ™ p2ijeste
funkcija. Relacija ps nije simetricna, nije funkcija zbog (1,2), (1,3) E P3 i
nije refleksivna, a jeste antisimetriCna i jeste tranzitivna. Kao $to se iz ovih
primera vidi, relacija je simetricna i antisimetricna ako i samo ako za svaki
njen par vazi da su njegove komponente jednake. Ako se pojavi par Cije su
komponente razliCite, tada simetrija zahteva da njemu simetriCan par pripada
relaciji, dok antisimetrija zahteva da taj par ne pripada relaciji. 1z ovoga se
moze zakljuciti da je ekvivalentna definicija antisimetri¢nosti

M,y EA (™M(xy) epRx vy =R(y,x) p" Videti 1.1

Drugim re€ima, antisimetricnost neke relacije proverava se posmatranjem
samo parova te relacije (ukoliko ih ima) ¢ije su komponente razli€ite i za svaki
takav par (x,y) treba da vazi da (y,x) ne pripada toj relaciji. U protivhom
relacija nije antisimetri¢na.

Ako relacija ne sadrzi nijedan par Cije su komponente razliCite, tada je

jona i simetri¢na i antisimetri¢na.

Dokazati daje to jedini slucaj kada je relacija i simetri¢na i antisimetricna!

Definicija 2.12 Relacijap C A2 relacijaje ekvivalencije akko je refleksivna,
simetriéna i tranzitivna, odnosno RST. Videti 1.13.
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Relacija p = {(1,1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2), (2,1), (3,4), (4,3)} ,je RST
u skupu A = {1,2, 3,4}. Particija {{1, 2}, {3, 4}} skupa A jednoznacno
odreduje relaciju p tako Sto su dva elementa u relaciji p akko su iz
istog podskupa pomenute particije, kao i obratno.

Definicija 2.13 Nekaje relacijap C A2 relacija ekvivalencije. Tada se skup
Cx= {y\x py Ay E A} naziva klasa ekvivalencije elementa x E A s obzirom
nap C A2. Skup svih klasa naziva se faktor skup ili kolicnicki skup i oznacava
sa A/p.

Klase ekvivalencije su neprazni skupovi jer je x 6 Cx zbog refleksivnosti
relacije i definicije 2.13.

Teorema 2.14 Ako je p relacija ekvivalencije skupa A, tada je
(VX, Yy E A) (X py <=>CX= Cy).

Dokaz (&) Nekajex py. Tada izz E Cx sledi x pz, adalje (xpy A
Xxpz)=>(ypxAxpz)=>ypz=>zE Cy, odnosno Cx C Cy. Analogno se
dokazuje i daje Cy C Cx, paje Cx = Cy.

(4=) Nekaje Cx = Cy. Iz x GCx i Cx = Cysledi x 6 Cy, a odatle, po
definiciji 2.13 sledi y p X, odnosno x py.

Teorema 2.15 Neka su Cx i Cy klase ekvivalencije skupa A s obzirom na
relaciju ekvivalencije p. Tada je

CxnCy= 0 ili Cx= Cy.

Dokaz Ako je Cx DCy = Otvrdenje teoreme je tano. Pretpostavimo da
je CxnCy (0. Tada postoji z 6 A tako daje z € CxnCytj. z € Cxiz € Cy,
odakle sledi x p z Ay p z, odnosno x p z Az p Yy, Sto zbog tranzitivnosti daje
X pYy, a na osnovu prethodne teoreme sledi Cx = Cy, pa je tvrdenje teoreme
opet tacno.

Na osnovu 1.13, 2.13, 2.14 i 2.15 sledi da svaka relacija ekvivalencije p
definisana u skupu A obavlja particiju tog skupa, tj. jednoznacno odreduje
neke neprazne podskupove skupa A, od kojih su svaka dva disjunktna a nji-
hova unija je skup A. Ocevidno vazi i obratno. Ako postoji neka particija
skupa A, tada se definide relacija p u skupu A tako da su proizvoljna dva
elementa u toj relaciji ako i samo ako pripadaju istom podskupu te particije.
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Ovako definisana p je ocCevidno relacija ekvivalencije. Na primer, relapiji

Pi - {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (505), (1,2), (2,1), (3,4), (4, 3)} skupa

A = {1,2,3,4,5} jednoznatno odgovara particija (faktor skup ili skup
svih klasa ekvivalencije) j{I, 2}, {3, 4}, {5}] jer klase ekvivalencije su Cj =
{1,2}, C2= {1,2}, C3 = {3,4}, C4 = {3,4}, C5 = {5}, kad naravno vazi
Cj = C2i C3= C4. Relaciji p2= {(1,1), (2,2), (3,3), (4, 4), (5 5)} odgovara
particija | {1}, {2}, {3}, {4}, {5}J i na kraju, relaciji p> = A2 odgovara par-

ticija j{I, 2, 3,4,5}J. Poslednje dve particije nazivaju se trivijalne particije.
U nekom konacnom skupu A moze se definisati toliko relacija ekvivalencije
koliko ima particija skupa A. Ako je skup A = {1,2, 3}, tada postoje parti-
cije
{{'}, {2}, {3}}, {1.2}.{3}}, i{1.3}.{2}}, J{1}.{2,3}}, i J{1,2,3}},
Sto znaCi da u skupu od tri elementa od ukupno 23 = 29 = 512 binarnih
relacija, samo pet su relacije ekvivalencije. Videti 1.13

Iz teorema 2.14 i 2.15 sledi da je svaka klasa ekvivalencije jednoznacno
odredena bilo kojim svojim predstavnikom, Sto ¢e biti vazna Cinjenica u dal-
jem radu.

Zadatak 2.16 U skupu celih brojeva .= {... —2,, —1,0,1, 2,...} defini-
sana je relacija p (=3) na slede¢i nacin. Celi brojevi x iy su u relaciji
p akko imaju iste ostatke pri deljenju sa 3, Sto je ekvivalentno sa x —y je
deljivosaS. Dokazati daje p RST i naci faktor skup.

ReSenje Refleksivnost je oCevidna, simetricnost sledi iz Cinjenice da ako
X 1y imaju iste ostatke pri deljenju sa 3, onda y i x takode imaju iste ostatke
pri deljenju sa 3. Ako x iy imaju iste ostatke pri deljenju sa 3, y i 2 imaju
iste ostatke pri deljenju sa 3 onda i x i z irnaju iste ostatke pri deljenju sa 3,
pa je relacija i tranzitivna, odnosno relacija p je RST relacija. Oznaka za
Xpy odnosno za (x,y) e pje x = y(mod 3) ili x =3 y. Faktor skup, koli¢nicki

skup, jeste skup svih klasa ekvivalencije Z/p = Z=3 = Z3 = J3/c]/c e Z},

{3k+ 1lke Z}, {3k+ 2k e Z}J = {Co0,Ci,C2}. Kako je svaka klasa
ekvivalencije jednoznacno odredena bilo kojim svojim predstavnikom, to je
Co=C3=Cl2=C3=.. Ci=C4=C7=C 2= ...iC2=ch=c8=
C_i = .... Videti 5.60

U daljem radu Cesto ¢e se umesto oznaka Cq C\ i C2 pisati 0, 1i 2
Ocevidno je da sve to vazi i ako se umesto 3 uzme bilo koji prirodni broj
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n, pa Z=n = Zn = {Co, C\,..., Cn-1} = {0,1,..., n —1} jeste skup klasa
ostataka po modulu n.
Sledeca slika ilustruje istovremeno i skupove Z i Z/p = Z3.

Figure 2.1: Klase ekvivalencije u odnosu na p

Zadatak 2.17 U skupu P svih pravih neke ravni definisane su relacije a i
f3:
(\/a,beV) (aab aD6 = 0),

(Va,bE V) (a@b aflé = 0Va = 6).

Ispitati refieksivnost, simetri€nost, antisimetri¢nost i tranzitivnost relacija a
i (3 i opisati faktor skup kad je neka od njih relacija ekvivalencije.

ReSenje Relacija a nije refleksivna. Dokazati kontradikcijom da relacija
a nije tranzitivna. Neka su a i b razliCite paralelne prave. Tadaje aa bA
ba a, Sto zbog tranzitivnosti implicira a a a, odnosho aDa = 0, Sto je
kontradikcija. Simetricna jeste. Relacija (3je RST i naziva se relacija para-
lelnosti. Klase ekvivalencije s obzirom na ovu relaciju nazivaju se pravci, a
pravac je skup svih medusobno paralelnih pravi.

Definicija 2.18 Relacija p C A2 je relacija poretka ako i samo ako je re-
fleksivna, antisimetricna i tranzitivha. Ureden par (-1 p) je parcijalno ureden
skup ili ureden skup, akko je A neprazan skup i p relacija poretka skupa A.

Kao i relacije ekvivalencije tako i relacije poretka igraju veliku ulogu
u svim oblastima matematike i mnogim drugim naukama. U parcijalno
uredenom skupu definiSu se mnogi novi pojmovi neophodni u raznim daljim
proucavanjima. UvescCe se i pojmovi koji su dati u sledecoj definiciji.
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Definicija 2.19 Neka je p relacija poretka skupa A. Tada je element a iz

skupa A:
najmanji element skupaA <= (WE£ A) apx
najveéi element skupa A (VXGA) xpa

minimalni element skupa A <>

maksimalni element skupa A <&

Drugim reCima, za element a vazi:

a je najmanji akko je u relaciji sa svakim elementom

a je najveci akko je svaki element u relaciji sa njim

0 je minimalni akko niko nije u relaciji sa njim osim njega samoga
a je maksimalni akko ni sa kim nije u relaciji osim sa samim sobom

Definicija 2.20 Elementi a i b uporedivi su s obzirom na relaciju poretka
pC A2 ako i samo akoje apb ili bpa.

Definicija 2.21 Ako su u parcijalno uredenom skupu svaka dva elementa
uporediva, tada se kaze da je skup totalno ureden ili lanac.

Definicija 2.22 Parcijalno ureden skup u kome svaki neprazan podskup ima
najmanji element naziva se dobro ureden skup.

Definicija 2.23 Neka je p relacija poretka u skupu A. Akoje ap bi
a”™ b, tada se kaze a je ispod b ili b je iznad a. Akoje apb i bpcg,
gde su svaka dva elementa iz {a, 6, c} medusobno razliCita, reéi ¢e se da je
b izmedu a ic. Ako izmedu razliCitih elemenata a i b ne postoji nijedan
element i ako je a p b, tada se kaze daje a neposredno ispod b ili da
je b neposredno iznad a.

Samo za relacije poretka definiSe se HASEOV DIJAGRAM.

Definicija 2.24 Haseov dijagram relacije poretka p skupa A je graf Ciji su
cvorovi elementi skupa A. U grafu ne postoje ,,horizontalne grane”. Ako je
apb, tada je taCka b ,,iznad” tactke a. Grana (duz), Cije su krajnje tacke
(Evorovi) a i b, jeste rastuca od a do b, ako i samo ako je apb, a i ako
izmedu a i b nema nijednog elementa (definicija 2.23). Rastuca putanja od a
do b postoji akko je apb. Ako a nije u relaciji sa b, tada ne postoji rastuca
putanja od a do b.
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Deflnicija 2.25 Konatno parcijalno uredenje (A.p) rangirano je akko za svaki (a,b) € p vagi da su svi
rastuci putevi od a do b iste duzine.

Definicija 2.26 Ovo je definicija spratova (rangova, nivoa) u kona¢nim rangiranim Haseovim dija-
gramima koji se oznatavaju sa 'H.

Uocimo deo (podskup ¢vorova) Q Haseovog dijagrama (grafa) takav da za svaka dva elementa (Evora)
iz Q postoji put od jednog do drugoga i za svaki element (Evor) van toga skupa Q ne postoji put od njega
do bilo koga elementa iz tog dela Q Haseovog dijagrama. Ovaj podskup Q se zove komponenta povezanosti
grafa '"H. Dacemo definiciju za Q, a to je onda definicija i za H, jer je 7i unija svih svojih komponenti
povezanosti.

Postoji minimalni element koji je na prvom spratu.

Ako postoji rastuéa duz ab u Q, tada su a i b na susednim spratovima, to jest ¢vor a je na spratu
k £ N, a ¢vor b na spratu k + 1.

Ako postoji put duzine n od minimalnog elementa na prvom spratu do elementa a i ako se sastoji
od r rastucih grana i o (0 < r) opadajucih grana (naravno daje n = r + 0), tada je a na nivou (spratu)
r+ 1—o.

Neki minimalni elementi moraju biti na prvom nivou (spratu), a moZe biti minimalnih elemenata
koji su i na vis§im nivoima, kao 2 u sledeéem primeru, koji je na drugom nivou.

Na primer, ako je | duzina rastuceg puta od nekog minimalnog elementa s prvog nivoa do elementa
a, tada je element a na nivou (spratu) | + 1.

4

Neka je u skupu A = (1,2,3,4} definisana relacija p =
{(1,1),(2,2),(3.3),(4,4),(1,3),(1,4),(2,4), (3,4)}, tada su mini-
malni elementi 1 i 2, maksimalni i najveéi samo 4, a najmanji ne
postoji. Na prvom spratu je 1, na drugom su 2 i 3, a na treCem
spratu samo 4.

Naravno, sve ovo se odnosi samo na relacije poretka, a sparatovi (nivoi, rangovi) postoje samo ako
su rangirane relacije poretka!

Evo primera relacije poretka koja nije rangirana. Neka u skupu A = {1,2,3,4,12} razmatramo
relaciju ,,deli” i oznafimo je sa p. Drugim re¢ima
p={(1,1),(1,2),(13),(1,4), (1,12), (2,2), (2,4), (2, 12), (3, 3), (3,12), (4.,4), (4,12), (12,12)}.
Haseov dijagram ove relacije p dat je na slici 1. Sa slike se vidi da postoje dva puta razli€itih duzina od 1
do 12. Tosu 1,2,4,12 i 1,3,12. Ovo je najmanja nerangirana relacija poretka, tj. moZe se pokazati da
relacije poretka sa najviSe 4 elementa su rangirane.

Slika 1.

Ako je A konatan parcijalno ureden skup, tada za svaki element a E A koji nije minimalni, postoji
minimalni element e € A, tako da postoji rastu¢i put od e do a. Da li je e na prvom nivou?
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Na primer, ako su A = {1, 2,3,4,5} i p= {(1, 1), (2, 2), (3,3), (4,4), ,
(5,5), (1,2),(1,3), (1, 4), (1,5), (2,4), (3,4), (3,5)}, tada je Haseov dijagram dat na slici 1. Na dijagramu
4 i 5 su na treéem spratu, 2 i 3 na drugom i minimalni element 1 na prvom spratu.

U ovom primeru najmanji element je 1, najveci ne postoji,
minimalni je 1 i maksimalni 4 i 5. Skup elemenata prvoga
nivoa je {1}, drugog {2, 3} i trecega nivoa {4,5}.

1

U Haseovom dijagramu ocevidno je da je a u relaciji sa b. odnosno
apb akko postoji bar jedna stalno rastucéa putanja od a do b.

Nacrtati Haseove dijagrame (grafove) svih relacija poretka skupa od
tri elementa, pri éemu €vorove grafa ostaviti neoznaene, Sto znaci da isti
Haseov dijagram predstavlja viSe relacija poretka! Tada ih ima samo pet, a
inace ukupno relacija poretka ima 19.

N acrtati Haseove dijagrame (grafove) svih relacija poretka skupa od 4 elementa, pri ¢emu &vorove
grafa ostaviti neoznacene, $to znali da isti Haseov dijagram predstavlja viSe relacija poretka! Tada ih
ima samo 16, a inae ukupno relacija poretka ima 219. Uputstvo: Sve relacije poretka sa 4 elementa su
rangirane, tako da mozemo poredati ¢vorove po spratovima i tada crtati grane izmedu ¢vorova susednih

spratova.
Teorema 2.27 Svaki dobro ureden skup je totalno ureden skup.

Dokaz Neka su a i b dva proizvoljna elementa. Tada u podskupu {a, b}
postoji najmanji element (definicija 2.22) i neka je to, na primer, a. Sledi da
jeaphb

Da li vazi obratno tvrdenje teoreme?

Teorema 2.28 Najmanji (najveci) element parcijalno uredenog skupa jedin-
stven je.

Dokaz Pretpostavimo da postoje dva razliCita najmanja elementa a i b.
Tada je ap bjer je a najmanji element, alii bp a jer je bnajmanji element,
pa na osnovu antisimetricnosti sledi a —b. NaSa pretpostavka ne vazi, tj.
vazi tvrdenje teoreme. Slicno se dokazuje i za najveci element.
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Definicija 2.29 Nekaje A parcijalno ureden skup s obzirom na relaciju p i
M C A. Tadaje a E A donja granica skupa M akkoje ap m zasvako m E
M, dok a E A je gornja granica skupa M akkoje mpa zasvakom G M.
Skup M je ograniCen akko postoje i donja i gornja granica. Ako M C A ima
gornju granicu, tadaje sup M (supremum od M) najmanji element (ukoliko
postoji) skupa gornjih granica S za M. Ako M C A ima donju granicu,
tada je inf M (infinum od M) najveci element (ukohko postoji) skupa donjih
granica za M .

Neka je S skup svih gornjih granica podskupa M. Najmaniji
element skupa S (ukoliko postoji) supremum je podskupa M.
Ako supremum pripada skupu M, kaze se da je on maksimum
skupa M. Analogno je i za infinum i minimum.

Na primer, za otvoreni interval realnih brojeva (0,1) supremum je 1 a
infinum 0, ali ne postoje minimum i maksimum, dok je za zatvoreni interval
realnih brojeva [0,1] supremum opet 1 a infinum 0, ali oni su istovremeno
i redom maksimum odnosno minimum, naravno sve za relaciju poretka < u
skupu realnih brojeva R.

Definicija 2.30 Totalno ureden skup (A, p) diskretan je akko za svako a G A
koje nije najmanji element postoji takav b E A daje bpa, b a i izmedu
njih (definicija 2.2?,) nema elemenata iz A i za svako a e A koje nije najvecCi
element postoji takvo be A daje apb, a i izmedu njih nema elemenata
iz A.

Drugim reCima, totalno ureden skup je diskretan ako a E A, koji nije
najmanji, ima neposrednog prethodnika b a (element ispod njega) i a E A,
koji nije najveci, ima neposrednog sledbenika ¢  a (elerrient iznad njega).

Svaki konacni totalno ureden skup je diskretan, dok beskonatan moze biti
ili ne biti. Zaokruziti broj ispred diskretnih:

1- (N, 2.(N,<) 3.(Z, <) 4. (K, <) 5. (Q,<).

Zadatak 2.31 Koliko najmanje elemenata mora imati skup A tako da se u
njemu moze definisati relacija p koja nije ni simetriéna ni antisimetri¢nal

ReSenje Moze se pretpostaviti da relacija p C A2 nije ni simetricna ni
antisimetricna. Kako p nije simetricna, rnora postojati takav par (x,y) E p
da je x y i (y,x) 0 p. Kako p nije antisimetriCha, mora postojati
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par simetricnih parova iz p Cije su komponente razliCite, tj. (3,9,b e
A) (a,b) € pA(ba) GpAa b Kako skupovi {a, 6} i {x, r/} oCevidno
mogu imati najvisSe jedan zajednicki element, to je minimalni broj elemenata
skupa A sa trazenom osobinom 4 —1 = 3. Na primer, A = {1,2,3} i
P={(1,2), (2,1), (1,3)}.

Zadatak 2.32 U skupu E2 uredenih parova tataka Euklidovog prostora E
definisana je relacija p na sledeéi nacin:

(A, B)p(C,D)« (3t 6 B) = (C, D)

gde je T skup svih translacija prostora E. Dokazati daje p RST i odrediti
faktor skup.

ReSenje Relacija je refleksivna jer funkcija koja svaki element iz E pres-
likava u taj isti element jeste translacija. Relacija p je simetricna jer za
svaku translaciju r (bijektivnu funkciju prostora E u prostor E, koja svaku

duz AB preslikava u njoj podudarnu paralelnu i isto orijentisanu duz (V(A),

t (BN postoji njoj inverzna translacija r _1 pa ako je t(A, B) = (C,D), tada

jer_1((7, D) = (A, B). Tranzitivnost relacije p sledi iz ¢injenice da kompozi-
cija dve translacije jeste translacija. ZnaCi p je RST. Klasa ekvivalencije
je skup svih parova (orijentisanih duzi) koji su medusobno paralelni, podu-
darni i isto orijentisani i naziva se slobodni vektor. Faktor skup, u odnosu
na relaciju p, jeste skup svih slobodnih vektora.

Zadatak 2.33 U skupu N2 uredenih parova Cije su komponente iz skupa
prirodnih brojeva N, definisane su relacije a i (3 na sledeéi nacin:

(a,b)a(c,d) PMMa+d=b+c (tj. a—b=c—d)
(a,b) (c,d) m>ad = bc [tj. —= —
Dokazati da su a i (3 RST i odrediti faktor skupove N2/d< i N2/(3.

ReSenje Refleksivnost i simetricnost obeju relacija slede iz komutativnosti
sabiranja odnosno mnozenja u skupu prirodnih brojeva.Tranzitivnost relacije
a sledi iz

((a, b)a(c, d) A(c,d)a(e, /7)) =t(a+d= b+ cAc+f =d+e) +m
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a+d+c+f=b+c+d+e=>a+f = b+ e=> (a b)a(e, /),
Koli¢nicki skup je

N2/a = {(MpYGN} U{Sg\ge N} U{{(a, a)Jae N}} gde su
MP= {(a +p,a)JaGN}iSq= {(a,a+ g\a GN}

koji se moze smatrati skupom celih brojeva Z, jer uvodenjem oznaka Mp = p,
Sg= —gi{(a, a)Ja G N} = 0zasvep iqiz N uspostavljenaje bijekcija izmedu
skupova Z i N2/ct. Za relac.iju [3 radi se analogno. Faktor skup N2/73 skup je
svih pozitivnih razlomaka (racionalnih brojeva) Q+.

Iz dosadasnjih primera jasno je da se mnogi matematicki objekti (pojmovi)
definiSu tako S$to se u pogodno odabranom skupu definiSe pogodna relacija ekvi-
valencije itada ¢e, s obzirom na tu relaciju, klase ekvivalencije biti ti novi ma-
tematicCki objekti (pojmovi). Tako se u prethodnim primerima doSlo do pojmova
celih brojeva, pozitivnih racionalnih brojeva, pojma pravca, slobodnih vektora itd.

Zadatak 2.34 Ispitati relacije < i < u skupu realnih brojeva R.

ReSenje Relacija < nije refleksivna, a jeste antisimetricna i tranzitivna.
Relacija < je refleksivna, antisimetriCna i tranzitivna, tj. relacija poretka.
U skupu realnih brojeva R, s obzirom na <, ne postoje ni minimalni ni
maksimalni elementi.

Zadatak 2.35 Dokazati da binarna relacija C (podskup skupa) jeste relacija
poretka u bilo kom od skupova V(S), 'P(6')\{0}; V(S)\{S} i V(S)\{$, {F}},
gde je S skup bar dva elementa. Naci minimalne i maksimalne elemente i
najveci i najmanji element u tim skupovima, ukoliko postoje.

ReSenje Refleksivnost, antisimetricnost i tranzitivnost relacije C slede
jednostavno iz njene definicije. Minimalni, maksimalni, najveci i najmaniji
elementi dati su u sledeéoj tabeli, gde za svaki element x iz skupa S vaZi:

V(S) P(S)N{0} PN{S} (T(s)\m\{s}

minimalni 0 {x} 0 {x}
maksimalni S S 5\{x} S\{x}
najveci S S -
najmanji 0 0
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Zadatak 2.36 U skupu A C N definisana je relacija p (Cita se rplacija
»deli” i oznaCava se sa\)

(VX, y€A) xpy<Ix\yo (3zEN) y= xz.

Dokazati daje p relacija poretka i na¢i minimalne i maksimalne, najvedi i
najmanji element, ukoliko postoje, ako je:

a) A=N;Db)A=N\{1};c)A=Di2={1,2376,14, 21,42}
d) A= D4\{1} ;e)A = DAN{1,42} ;f) A = {2,4,6,12,18};
g) A= Nioo = {x\x ENAx < 100}; f44=Ni0\{1} /

% A=N2n={2n|nE N} ;j) A=N2nU{10} ; k) A=N2nU{5,10}.

ReSenje Kako x deli x za svako x iz A, to je relacija ,,deli” refleksivna.
Ako x deli y iy deli x, ofevidno tada mora biti x = y, §to znaci da je relacija
,deli” antisimetricna. Ako x deli y i y deli z, tada x deli z pa je relacija
,,deli” i tranzitivna.

A Minimalni Maksimalni Najve¢i  Najmanji
N 1 - - 1
N\{1} svi prosti brojevi - - -
D\2 1 42 42 1
D42\{1} 2,3,7 42 42
DAAN{1,42} 2,3,7 6,14,21 - -
{2,4,6,12,18} 2 12,18 - 2
Nioo 1 51,..., 100 - 1
N100\ {1} svi prosti brojevi 51,...,100 —
manji od 100
N2n 2 - - 2
N2n U {10} 2 10 - 2
N2 U {5, 10} 2,5 10

Ako je a jedini minimalni element, da li je tada a i najmanji element?

Zadatak 2.37 U nepraznom skupu A svih potomaka nekog Coveka u nekom
fiksnom trenutku definisana je relacija p:

Xpy ¥ ((#]je predaky) Vx =y).
Dokazati da je p relacija poretka i ispitati egzistenciju najmanjeg i najveceg
elementa i minimalnih i maksimalnih elemenata.
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Zadatak 2.38 U skupu R realnih brojeva date su relacije: ,
pi = {(x,x)\x G R}, p2 = {(2,5), (5,7), (3,4)}, p3 = {{x,;X)\x G R+},
pd = {(x,x2\x E R}, p5 = {{x,2x)\x e R}, p6 = {(ar, JaDla G R} i p7 =
{(x, 2x—=3)\x GR}. lIspitati R, S, AT datih relacija i naci njima inverzne
relacije.

Rezultat Refleksivna je samo p\. Simetri¢ne su p\ i p3. Antisimetri¢ne
su sve. Tranzitivne su pi, p3i p6.

Pil= Pu Pil= {(5, 2), (7,5), (4,3)}, p~1= p3

Pil= {{x2,x)\x GR} = {(X, VX)\x GR+ U {0}} U{(x, —y/X)\x GR+}
Psli= {(2Xx)\x GR} = {{y,l0og2y)\y GR+} = {(x,log2x)]as GR+}
p¥l= {(IxX]I X)\x GR} = {(x,x)|x GR+} U{(.x, x)|x GR+}U {(0,0)}

P?1=i(2x ~ 3xX)Ix G I} = {y, GR} = {(x, *"y™) ] x GR}.
Zadatak 2.39 U skupu R date su relacije: p\ = {{x,x2\x GR}, p2 =
{(x,-x)Ix GR}, P3={(xy)\x+y=1,x,y GR}, p4={(a,2x)]x GR},
Ps = {(x,p)Ix,p GR.xy > 0} U{0}, p6 = {(0,0)},
p7 = {{x,y)\max{x,y} = 1, x,y GR}, p8 = {(x, 3- X)|x GR}.

Iza oznake svake od tih relacija zaokruziti samo ona slova koja oznacavaju
svojstvo relacije koju ona poseduje:
R - refleksivnost, S - simetri¢nost, A - antisimetri¢nost,
T - tranzitivnost, F - funkcija
P\: RSATFp2: RSATFp3: RSATFp4: RSATFp5: RSAT Fp6:
RSATF p7: RSATF p8: RSATF.
Za relaije koje su RST napisati njihove klase ekvivalencije.

Zadatak 2.40 Neka je A = {a,b,c,d,e, f}, B = A\ {a}, C = B \ {/},
Pi = {(x,xX)]|x G A} U {{b, c¢), (b, d), (b, e), (b, /), (c, e), (d,e), (d, /)}, p2 =
pi \{(a, a)}, p3 = pi \{(a, a), (/,7), (b,f), (d, f)}. Za relacije poretka nacr-
tati Haseove dijagrame, popuniti tabelu, odnosno staviti / tamo gde trazeno
ne postoji ili gde p\ nije relacija poretka.

(A pi) (B,P2) (c.p3)
minimalni
maksimalni
najveci
najmanji



26 Algebra

Primer 2.41 lzracunati broj svih binarnih relacija definisanih na skupu M =
{1,2} koje su:

a) Proizvoljne b) Refleksivne c) Simetricne

d) Antisimetricne e) Tranzitivne f) Ekvivalencije

g) Relacije poretka h) Ni simetriCne ni antisimetricne
i) SimetriCne i antisimetricne j) Relacije ekvivalencije i poretka

Rezultat: a) 16, b) 4, c) 8, d) 12, e) 13, f) 2, g) 3, h) 0, i) 4, j) L

Primer 2.42 lzraCunati broj svih binarnih relacija definisanih na skupu M =
{1, 2, 3} koje su:

a) Proizvoljne b) Refleksivne c) Simetricne d) Antisimetricne
e) Ekvivalencije f) Relacije poretka g) Ni simetri¢ne ni antisimetricne h)
Simetricne i antisimetricne i) Relacije ekvivalencije i poretka

Rezultat: a) 512, b) 64, c) 64, d) 216, e) 5, f) 19, g) 240, h) 8, i) 1.

Primer 2.43 Koliki je broj svih binarnih relacija definisanih na skupu M = n) koje su:

a) Proizvoljne b) Refleksivne c) Simetricne d) Antisimetri¢ne

e) Ekvivalencije f) Relacije poretka zan = 4 g) Ni simetri¢ne ni antisimetri¢ne
h) Simetri¢ne i antisimetri¢ne i) Relacije ekvivalencije i poretka

Rezultat: a) 2"2 b) 2n2~nc¢) 2n-2”" d) 2n-3~7 e) £fc=i ™ «(-I)TEiLif-OK1t)*" f) Zan =4 ima
219 g) 2nZ)t=i(— (Savezno takmicenje u SFRJ, 1990. u Tuzli, autor R. D.) h) 2n i) 1.

Da bi se reSio zadatak pod f), treba nacrtati 16 Haseovih dijagrama tih relacija, a zatim cetiri
elementa toga skupa rasporedivati po ¢vorovima Haseovog dijagrama.

Dokazati rezultat pod g). Neka su S skup svih simetricnih i A skup svih antisimetri¢nih relacija
skupaM = {1,2,n}, aS iA njihovi komplementi u odnosu na partitivni skup skupa M2 = {(x, y)\x e
M Ay € M}, tj. uodnosu na skup V{M 2) svih relacija skupa M kojih ima VM{M2\= 2n = 2n 4 ~ .
Na osnovu Demorganovog zakona je S n .4 = A US, pa zbog toga i formule uklju¢enja-isklju¢enja i 1.7
sledi [5n A\ = JAU5| = 2n 4~ - JAUS] =2nwm "™ - K- K+ Kn A\ Kako je S n A skup svih
relacija u kojima ne postoji par ¢ije su komponente razlicite, to je SN A skup svih podskupova skupa
{(1,1)(2, 2),..., (n,n)}, paje SN A\ = 2n,anaosnovuc) id)je K9=2nm2”~ i\A\ = 2nm3" paje

dokaz zavrsen.

Primer 2.44 Pokazati da relacija ,,deli” definisana u podskupu skupa pri-
rodnih brojeva A = {2, 3,4,5,6,7,9,12,18} jeste relacija poretka i prikazati
Haseov dijagram, minimalne i maksimalne elemente, najveci i najmanji ele-
ment.

Primer 2.45 Naci minimalne i maksimalne elemente i najveéi i najmanji
element, ukoliko postoje, u skupovima A = {5, 6, ===, 15}, B = {1, 2, 3, 6, 9},
C=1{1,2,345}, D={2,4,10,100} iskupuE = {3n\nGN}U{6} u odnosu
na relaciju poretka ,,deli
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Prlmer 2.46 Za relacije

= {(2,5), (5, 7), (2, 7)}, p2= {(x,y)\x2+ y2= 1Ax £ RAj/E 1} p3 =
{(x2,x)\x GR}, pd= {(x,y)\x2= y2Ax GR Ay GM}, p5= {(Ix].&)]x GR}
i Pg—{(1, 2), (2,1), (1, 3)}, p7 = {(1,1), (2,2)}, dejinisane u skupu realnih
brojeva R popuniti tabelu sa da ili ne.

\ rije R prije S rije A rije T vrije F rije ekvivalencija
pl
P2
P3
P4
P5
P6
P7

Primer 2.47 Nekaje A= {1,23,4,5}, B = {a,b,c,d}
p={(xx)\xGA}U {(1, 2), (1,3), (2,3), (45), (4 73), (5 3)},

9 = {(x,x)\x G B} U{(a,e), (ad), (c,d)}. Nacrtati Haseove dijagrame za
(A, p) i(B,6)

i popuniti tabelu, odnosno staviti / tamo gde trazeno ne postoji.
(Ap) (B,0)
minimalni
maksimalni
najveci
najmanji

Primer 2.48 Neka su p* relacije skupa R; p\ = {(x,x + )|x GR}, p2=
{(x,y)\xeR. y<tEi[xH, a;+1]},p3={(x, ?/)GR2]a;>0 Ay >0},

Pa = {(x,y) G R2p2 = x2}. lza oznake svake od tih relacija zaokruziti
samo ona slova koja oznaCavaju svojstvo relacije koju ona poseduje: R -
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refleksivnost, S - simetricnost, A - antisimetricnost, T tranzitiv%lLOst,
F - funkcija Pi : RSATF, p2 : RSATEF,
p3: RSATF, p4: RSATF.

Primer 2.49 Napisati relaciju poretka p\ koja neposeduje nijednu od osobina
RSATF? relaciju p2 koja poseduje svaku od osobina RSATF
obe definisane u skupu {1, 2,3} pi = { }P2={ }



Poglavlje 3
FUNKCIJE

Kao i relacija, tako je i pojam funkcije veoma vazan u svima oblastima nauke,
prirodno se nadovezuje na pojam relacije odnosno skupa uredenih parova.
Napomenimo da termini funkcija, preslikavanje, zakon, pravilo, transformacija,
pridruzivanje, operator i operacija imaju isto znacCenje, tj. oni su sinonimi.

Ve¢ u poglavlju o relacijama data je definicija funkcije 2.11. Evo jo$
nekoliko ekvivalentnih definicija funkcije.

Definicija 3.i Slikovita definicija funkcije.

Figure 3.1: Drugim re¢ima, ne sme da se desi da se jedan te isti element x
preslikava u dve razliCite slike, y i z
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Definicija 3.2 Funkcija je skup uredenih parova u kome ne postoje dva
para (na primer (3,6) i (3,9)) Cije su prve komponente jednake, a druge
razlicite.
Definicija 3.3 Nekaje f skup uredenih parova, skup V (f) skup svih njegovih
prvih komponenti i A(f) skup svih njegovih drugih komponenti. Tada se za
f kaze daje funkcija akko vazi

M/ CV(H))(Vy, ze A(f)) ((x,y) e /A(X& ET) =y = 2).

Umesto oznake (x,y) e f obicno se koristi oznaka y = f(x).

Definicija 3.4 Ako je g C /; tada se za funkciju g kaze da je restrikcija
funkcije f i piSe se g = fv(g)m

Na primer, funkcija g = {(a, 1), (b, 2)} je restrikcija funkcije / definisane
sa / = {(a, 1), (b,2), (c, 5)}, Sto Ce se oznacavati sa

fv(g) = f(a,b} = 9 = {(«, 1), (6,2)}.
Neprazan skup uredenih parova / funkcija je ako i samo ako je
(Wxe VID))(\Ny,ze A(f)) (y™z”™ ((xy) £T V(x 2 ff/)).

Dokaz je posledica zakona kontrapozicije p =>q 4 (“Ij = 1p) i Demor-
ganovog zakona “lp Ag) > V“Ig

Ako se umesto oznake (rr,y) E f koristi oznakay = /(x), tada prethodne
dve definicije postaju:
Definicija 3.5 Nftcnp uredenih parova f je funkcija akko

(ux,y e £>(/{) X=y=1(x) = f(y).

Definicija 3.6 Skup uredenih parova f je funkcija akko

(vx,y £ V(f)] f(x) ~ f(y) =>xAy-
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Definicija 3.7 Neka su u Dekartovom pravouglom sistemu xOy, ,u nekoj
ravni neke tatke x ose predstavljaju prve komponente, a neke tacke y
ose druge komponente skupa uredenih parova f. Svakom paru (0,s) e f
ocevidno jednoznatno odgovara tacka M te ravni Cije su ,,koordinate” (o,s),
to jest M = M(o,s). Skup tataka M nazvace se grafika skupa uredenih
parova f . Proizvoljni podskup skupa taaka ravni interpretira jednoznacno
neki skup uredenih parova f. Tada je svaki grafik skupa uredenih parova
/ grafik funkcije akko svaka prava paralelna sa y osom sece grafik u
najviSe jednoj tacki, tj. sa grafikom ima najviSe jednu zajednicku
tacku.

Da li svaka funkcija ima jednoznacno odreden grafik ili neka funkcija moze
imati viSe razliCitih grafika s obzirom na prethodnu definiciju?

Definicija 3.8 Akojef = ~~ A U Sva™a “Vva e’ementa

iz {ax,a2,...,an} medusobno razliCita, tada f predstavlja, odnosno odreduje
funkciju f = {(ai,bi), (a2,b2),..., (an,bn)}, to jest funkciju f(aj) = 6" za sve
vrednosti prirodnog broja i € (1, 2,..., n}.

Time je dato sedam ekvivalentnih definicija funkcije.

Neka su x,y,z razliCiti elementi. Tada su fi = {(1,x), (2,y)} i /2 =
{(1) x)i (2,y), (3,2)} funkcije, dok skupovi /3 = (J(I,x),(L,y) } i /4 =
{ (Dx)>(liy) , (2, z)} nisu funkcije, jer postoje dva para (l,rr) i (l,y) kod
kojih su prve komponente jednake, a druge razliCite (uokvireni parovi).

Definicija 3.9 Skup svihprvih komponenti funkcije f naziva se domen funkcije
i oznaCava se sa V(f), dok se A(f) naziva skup svih slika. Elementi skupa
V (f) nazivaju se originali, a elementi skupa A(f) slike.

Drugim reCima, definicija 3.3 govori: ,,/ je funkcija ako svakom originalu
odgovara tacno jedna slika, odnosno ne sme da se desi da se jedan original
preslikava u dve razliCite slike”.

Definicija 3.10 Akoje A = V(f) i A(f) C B gde je f neka funkcija, onda
se kaze da f preslikava skup A u skup B ili f je funkcija skupa A u skup B,
Sto se oznaCava saf : A —B ili A -U B. Ako se element x funkcijom f
preslikava u f(x), to se zaptsuje sa

x N f(x) ili foox t>1(x).
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Drugim reCima, funkcija skupa A u skup B svakom elementu skupa A
»pridruzuje” odredeni element skupa B, s tim $to mogu postojati elementi
skupa B kojima nije pridruzen nijedan element skupa A.

Definicija 3.11 / je funkcija skupa A u skup B, Sto se zapisuje kao
f :A—B ,ako i samo ako
f je funkcija A »/)=A A A(f)c B
Ocevidno je da je definicija 3.10 ekvivalentna definiciji 3.11.

Definicija 3.12 Funkcijaf : A —B je sirjektivha akko A(f) = B, Sto se
oznaCavasaf : A —B.

Drugim reCima, funkcija skupa A u skup B jc sirjektivna ako za svaki
element iz skupa B postoji original iz skupa A koji se u nju preslikava.

Funkcija / : A —B je sirjektivna ako za svaki element x skupa B, postoji
element y skupa A, takav daje f(y) = x. Prema tome

f:A™B&
~/jefunkcija A D(f) = A A (Vy GB)(3x G A)f(x) =y

Prva dva Clana ovih konjunkcija iz zagrade su iz definicije funkcije 7/ :
A —B, dok je treéi definicija sirjektivnosti.

Definicija 3.13 Funkcija je injektivna ili jedan-jedan akko ne postoje dva
para Cije su prve komponente razliCite, a druge jednake.

Nekasux, zrazli€iti elementi. Tada/Zi = {(1, x), (2,y)} ifi = {(1, x), (2,y), (3,2)}
jesu injektivne odnosno jedan-jedan funkcije, dok /3 = { (1,x),(2,x) , (3, 2)},

/4= {(3,y), (1,x),(2,x) } nisu injektivne funkcije, jer postoje dva para (1, x)
i (2, x) kod kojih su prve komponente razliCite, a druge jednake (uokvireni
parovi).

Definicija 3.14 Za funkciju f kaze se da je jedan-jedan ili injektivna akko
za svako x 1Yy iz njenog domena V(f) vazi:

/() = fy) = x=y
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Ako Je f irijektivna funkcija skupa A u skup B, to se oznaCava sa

f:AW B.

_ Drulg_lkm reCiMa, ne sme da se desi da se dva razli¢ita originala preslikavaju
u istu sliku.

Deiinicija 3.15 Akoje f = ( “m £ £ ) funkcija (defin.c.ja 3.8)

i ako su svaka dva elementa iz {bx b2, ..., bn} medusobno razlitita, tada je
J —i(°i! bi), @&2,bf),...,, (an,bn)} injektivna funkcija.

Definicija 3.16 Ako funkcija f : A — B mje injektivna, tada je njena
injektivna restrikcija injektivna funkcija fc : C *V1B, gdeje C C A i

naravno, fc (x) = f(x) za svako x e C.

Definicija 3.17 Injektivna restnkcija fc : C ~ B od neke funkcije f

#+1 f ~,AlJe maksimalna injektivna restrikcija ako za svaki pravi
nadskup D skupa C (C C D) vazi da njena restrikcija fD : D — B niie

injektivna. J

Jasno je da je svaki podskup g od funkcije / takode funkcija. Medutim, i
ako f nije injektivna, g moze biti injektivna.
Na primer, / = (” ) je neinjektivna funkcija skupa A = {1,2, 3,4} u
afc = Q njena injektivna restrikcija nad domenom
G - {1, 3,4), tj. mjektivna funkcija skupa C u skup B.

Definicija 3.18 Shodno definiciji 3.7 moze se kazati da grafik neke funkcije
jeste grafik mjektivne funkcije akko svaka prava paralelna sa x osom secCe
grafik u najviSe jednoj tacki.

Injektivnost je definisana za svaku funkciju /, dok je sirjektivnost defin-
isana samo za funkciju / skup A u skup B, tj. f :A—B, gdeje /
bilo koja funkcija. Drugim reCima, pitanje da li je funkcija / sirjektivna, nema
smisla odnosno nije definisano.

Vazno je pnmetiti da je projekcija grafika funkcije / na x osu domen
unkcije 7/, tj. V(f), dokje projekcija grafika na y osu skup svih slika funkciie
/, odnosno A(f).

Pitanje ,,Da li je funkcija / sirjektivna” besmisleno je (nedefinisano) jer
nije zadat skup B. Ima smisla samo pitanje ,,Da li funkcija skupa A u skup B
jeste sirjektivna”, dok pitanje da li je funkcija / injektivna uvek ima smisla.
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Definicija 3.19 Ako je f injektivna i sirjektivna funkcija skupa A u,skup
B, onda se kaze da je f bijektivna funkcija skupa A u skup B ili, kratko,
bijekcija izmedu skupova A i B, Sto se oznaCava sa

f :AU1B.
na
Bijekcija skupa A na samog sebe naziva se permutacija skupa A.

Skup permutacija skupa {1, 2,..., n} ima n\=I- 2-... -n elemenata.

Podsetimo se da se broj elemenata skupa A oznaCava sa \A\ to jest broj
elemenata skupa {a, b, c} je |{a, b,c}\ = 3.
Pre prebrojavanja funkcije u sledeéem primeru, prvo napisati sve te funkcije.

Primer 3.20 Nekasu A= {1,2,3} iB = {x,y}. Tadaje

\{f\f A-*B}\= 2" \{f\f ma U B\ =0
\{f\f A™MBl}\=znZ \{F\f B -mAN\ = 31
\{f\f b U a}]="i-z \{f\f BIT_MiA}\= O
\{F\f ANAIN\ = O \{F\f Al-i AN\ = ?)!
\{f\f A ™A}I\= "™\ \{f\f Ana All = k
\{f\f B*B}\=21 \{fi\f B~ BN\=2
K/t/ B™B}\ = 2| \{f\f Bllp}i=2 1

Iz ovih primera vidi se da je broj svih proizvoljnih funkcija skupa A =
{1, 2,..., k} uskup B = {1,2,..., n} jednak broju svih varijacija s ponavljan-
jem od n elemenata k-te klase, to jest

\{f\F:AAB}\ =V’ = nk.

a broj injektivnih funkcija skupa A= {1, 2,..., k} uskup B={1,2,...,n} za
{k < n) jednak je broju svih varijacija bez ponavljanja od n elemenata k-te
klase, to jest

\{f\f :At*1S}] = K =" ("- 1) eececen("- Ik~ 7).
k

Broj svih bijektivnih funkcija [/¥ : B F¥B}], odnosno permutacija
na
skupa B = {1,2,..., n}, jednak je broju permutacija bez ponavljanja skupa
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B, to jest i
\{f\f:B;\aB}\ = P(n) =n\

Definicija 3.21 Ako je rnverzna relacija f~x funkcije f takode funkcija,
onda se kaze daje f~x inverzna funkcija funkcije f.

Akoje, na primer, / = {(1, x), (2,y), (3, 2)}, tadaje njoj mverznafunkcua
/ ={0M),(#,2),(z,3)}.

~Treba primetiti da za funkciju /7 = {(1,*), (2,x), (3,z)}, skup parova
/= ((x>1); (xi2), (z, 3)} nije funkcija, jer se original x preslikava u dve
razliCite slike (1 i 2).

Teorema 3.22 Inverzna relacijaf 1funkcije f je funkcija (postoji inverzna
funkcija za funkciju f) ako i samo ako je f injektivna.

Dokaz Funkcija 7 je injektivna akko
We.*ev(f) (/e A(f)) (xy)e/ZA(zy)ef)=>x=2)
a to je na osnovu definicija 2.9 i 3.3 ekvivalentno sa
MWy EV(f~1)) (W, Z2GMN(/_1)(t/,x) Gf~1A (y,2) e f~X) =» x = 2)
Sto je ekvivalentno sa f~1 je funkcija. O

Teorema 3.23 Funkcije f ig jednake su ako i samo ako je
v (f) —v (g) = A if(x) —g(x) za svako x iz domena, to jest
(WxEA) f(x) =g(x) = f =g

Dokaz (4=) Posto je Vx e V(f) = V(g) f(x) = g(x), to je
7= {(*/(*))XEV(H} = {(x,9(x)\x e V(g)} =gt /=g
(=") Ovaj smer je oCevidan. O

Cinjenica 3.24

Drugim reCima, jednakost dveju funkcija s jednakim domenima
dokazuje se tako Sto se proizvoljni x izdomena preslika s obema funkci-
jama i gleda se da li je dobijen istovetan rezultat. Ako jeste, ito za
svako x iz domena, tada su funkcije jednake.
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Definicija 3.25 Neka su A, B i C neprazni skupovi i '
f:A=>Big:B~™C datefunkcije. Funkcija gof skupa A u skup C
definisanu sa

(Vx GA) (gof)(x) =g(f(x))

naziva se kompozicija funkcija g i f.

Teorema 3.26 Kompozicijafunkcija koje sve preslikavaju isti skup A u samog
sebe, jeste asocijativna operacija.

Skup svih bijekcija (permutacija) skupa A u odnosu na kompoziciju funkcija
0 jeste grupa koja se oznaCava sa Sym A.

Dokaz Za svako x iz skupa T>(h) vazi:

((/° 9)° M)=(f ° g)(h(x))=F(g(h(x)))=f ((g° h)())={f *(g° M) ),

a to je ekvivalentno sa (/og) oh —f o(goh).
Kako je ocevidno kompozicija bijekcija opet bijekcija i kako svaka bijekcija
ima sebi inverznu, sledi da Sym A= ({/V:A EQ,A}, 0) jeste grupa.

Definicija 3.27 Skup permutacija s ponavljanjem jeste skup svih takvih
funkcija f skupa A = {I,2,...,n} u neki konacni skup M, tako Sto se u
svakoj funkciji f svaka slika pojavljuje uvek isti broj puta.

Primer 3.28 Ako su A = {1, 2,3,4,5} i M = {a, b}, tadaje skup p32()=

r/12345\ (1 2345\ A 2345\ (12345\ A 2345\
\\aaabbj' \aababj' \aabbaj’\abaabj' \ab ab aj’

fl 2345\ (12345\ (\2345\ (12345\ (1 2345\1
\abb aaj' \baaablJ’'\baabal’ \babaaj’\bbaaajl

skup permutacija s ponavljanjem pet elemenata u kojima su tri slike medusobno
jednake i dve slike medusobno jednake i p23@)] =

Teorema 3.29 Neka su ki,..., kn £ No7 neka je A = {1,2 , n} i nekaje k\ + &+, ===kn = n. Tada
broj Pfct ft2,... ,k,,(n) skupa svih junkcija {Z/]/ : A == A A\{X\f(x) = i}] = se naziva skup svih
permutacija s ponavljanjem n elemenata medu kojima se slika (element) i pojavljuje tatno ki puta,
1G je Pkltk2, ... k,, (n) = fci 'fc?T... k,,\'
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Primetimo da za k\ = ... = kn — 1, to su permutacije bez ponavljanja (bijekcije), kojih ima n!

Dokaz ove teoreme po principu mnoZenja je oCevidan, jer ako se pretpostavi da su svake dve slike u
funkciji / razlicite, tada bi broj funkcija bio n! Medutim, kako njih k\ slika su medusobno jednake, sledi
da ¢e se broj trazenih funkcija smanjiti fci! puta. Analogno tome broj funkcija smanji¢e se i fc/ puta itd.

smanji¢e se jo$ i kn\puta.

Definicija 3.30 Funkcijaf : A —B je rastuca, gde suAiB totalno uredeni®™, 2j
skupovi, Sto oznaCavamo sa f Z', akko za svako x i svako y iz skupa A vazi

x <y =>1f(x) < f(y).

Kako u zapisu funkcije / = (££m;;;’E) odnosno / = fEK)
redosled u prvoj vrsti moze biti bilo kakav, moZe se dogovoriti da u prvoj
vrsti niz brojeva a\, a2, j e s t e uvek u rastu¢em poretku, tj. a\ < a2 <

. < afc, jer ¢e tada funkcija /7 = (*“**» biti rastuca ako i samo ako je
A< b2 < .. < bk
Na primer, A\ = ([“), f2= © , /3= h = © , itd. jesu rastuce

funkcije skupa {1, 2, 3} u skup (1, 2, 3,4, 5). .
Svakoj toj rastucoj funkciji jednoznacno odgovara ,,tro¢lani podskup petoc¢lanog
skupa” {1, 2, 3,4, 5}. U kombinatorici se one nazivaju kombinacije bez
ponavljanja od pet elemenata trece klase i njihov broj se obelezava j

sa C\ = (3 = Opsta formula za broj fc-toClanih podskupova n-
to¢lanog skupa, tj. rastucih funkcija skupa {1, 2, ==m, k} u skup (1, 2, ®==,n)
je Ck = (fc) = KNnR\ = -<n-k+i) zan >  Kako je u funkcijama

od fi do h prva vrsta uvek ista, one se mogu predstavljati samo drugom
vrstom, Sto ¢ée se ubuduce i raditi, /j = ([*) = 123, f2 = ([B) = 135,

a- GS =2« e,

Primer 3.31 lzvrSiti prebrajanje slededih skupova rastucih funkcija:

\{f\f {1,2}-- {1,2} A fr= 1
\{f\f {1,2}--{1,2,3} A | = h
\{f\f {1,2}-- {1.2,3,4} A /7 7/ } | - .
\{f\f {1,2}--{1.2,3,4,5} A/ /7 }]| = jo

\{f\f {1,2}--{1.2,3,....n} A/ /}|
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Primer 3.32 lzvrsiti prebrajanje sledeCih skupova rastucih funkcija:

11717 {1.2.3}-»4{1,2} a /7 7} | = B
11717 {1,2,3}- {1,2,3} A f /}\ = 21
e (1.2,8}- {1,234} A/ 7/} = G
\ {1.2,3}- {1,2,3,4,5} A | = 42b
vifvg (1.2.33-»{1,2,3,....«} A W

Definicija 3 33 Funkcijaf A —B je neopadajuca, 1gde su A i B totalno
uredeni skupovi, Sto se oznaCava sa f /*, ako za svako x i svako y iz skupa A
vazi

x <y =f(x) < f(y).

/1234567 /1234567 /1234567 r 71234567\ r
Na pnmer, fi — — (1% (3- - (D) (s -

(3333445) " /e = ((555555) |td. Jesu neopadajuce funkcue skupa (1, 2,3,4,5, 6, 7}
u skup (1,2, 3,4,5}. U kombinatorici one su kombinacije s ponavl-
, janjem od pet elemenata sedme klase i njihov broj se obelezava sa

= (5+"1). Opsta formula glasi:
ckh= jJ/I/ {1, e==& —>(1,2,....n} A//} tgd | = ("+0)- Kako
u zapisu funkcije / = . U 4= (/taiAtzfili)redosled u piv®j
vrsti moze biti bilo kakav, moze se dogovoriti da u prvoj vrsti niz brojeva
ai, a2,..., akjeste uvek urastu¢em poretku, tj. ax< a2< ... < a*, jer ¢e tada
funkcija / = (“(*“2"“*) biti neopadajuca ako i samo ako je P\ < 62 < e=< bk

Kako je u funkcijama od f\ do fe prva vrsta uvek ista, to se one mogu
predstavljati samo drugom vrstom, $to ¢e se ubuduée i raditi, f\ =

glmSD 11_2345 h=0 = _12256 h /: 91234567\—_ lE!F!SI é 5r15 :
/4 — VI155555; 1155555 /S \/3333445/ 3333445 6_ \/5555555/

itd.

Primer 3.34 lzvrsiti prebajanje sledeCih skupova neopadajucih funkcija, odnosno
kombinacija s ponavljanjem:

1Neopadajuca nije isto 5to i ,,nije opadajuca’
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11/1/ 1. 2y —{1.2} A f = 3
\{f\f :{1. 2} —>{1,2,3} A =G

\{f\f :{1, 2} —={1,2,3,4} A f/}\ = 40

\{f:g1. 2 }- {1.2,3,4,5} A f/}\
\{f:{1. 2} {1,2,...,4} A —

Primer 3.35 Prebrojati sledeée skupove neopadajucih funkcija:

11/1/ g1, 2,3} — {1,2} A f

\{f\f :{1. 2.3} {1,2,3y A [[]}]

40

\{f\f g1, 2.3} -{1,2,3,4}y A []}] 10

K/I/ g1, 2.3} -{1,2,3,4,5} A =

/101, 2.3} —{1.2,...n} A —

Pokazati da se kombinacije s ponavljanjem mogu interpretirati kao permutacije s ponavljanjem!

Uociti neku proizvoljnu kombinaciju s ponavljanjem skupa od ¢Eetiri elementa {1, 2, 3,4} devete klase s
ponavljanjem, tj. neopadaju¢u funkciju skupa {1, 2,3,4,5,6,7,8,9} u {1,2, 3,4}, na primer neopadajuéu
funkciju 112333344, tj. (112333344)- Ova kombinacija s ponavljanjem (neopadajuéa funkcija) moze se
interpretirati (odrediti, predstaviti, zadati,...), na primer sa nizom devet kuglica koje se ne razlikuju i tri
pregrade koje se ne razlikuju, tj. sa ooJoJooooJoo. Kombinacija 333333333 interpretira se sa | ]oooooooool,
122222224 sa o]ooooooo] o, 111111444 sa oooooo] | Jooo itd. Broj kuglica levo od prve pregrade jeste broj
jedinica, broj kuglica izmedu prve i druge pregrade je broj dvojki, broj kuglica izmedu druge i treée
pregrade je broj trojki i, na kraju, broj kuglica desno od tre¢e (poslednje) pregrade je broj ¢etvorki. Kako
su ovi nizovi permutacije s ponavljanjem od 12 elemenata medu kojima ima devet jednakih i tri jednaka,
to je njihov broj jednak C| = = (4+g-1). .

Kombinacije s ponavljanjem od n elemenata fc-te klase, tj. neopadajuée funkcije skupa {1,2,..., fc} u
skup {1, 2,...,n} interpretiraju se nizom od k kuglica i n —1 pregrada medu njima, tj. permutacijama s
ponavljanjem od k + n —1 elemenata medu kojma ima k elemenata jedne vrste i n —1 elemenata druge
vrste, pa je njihov broj:

_ _ (k+n—1) /n+ ft—a1\
A//}I_CE_fc!l(n-l)! vV t©t /

Teorema 3.36 C(!= 1ffc+ n —1) = + = F +k 1) jednak je slede¢im brojevima:
e broju kombinacija s ponavljanjem od n elemenata k-te klase,

broju neopadajucih funkcija skupa {1, 2,..., fc} u skup {1,2,..., n},
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e broju permutacija s ponavljanjem od k + n —1 elemenata medu kojima je k medusobno jednakih
in —1 medusobno jednakih,

e broju svih reSenja jednaCine k\ + &2 + eme+ kn = k, gde su nepoznate fci, k%}.,., kn iz skupa
={0,1,2,...}, ak in dati prirodni brojevi,

e broju svih rasporedivanja k kuglica koje se ne razlikuju u n kutija koje se razlikuju, tako da neke
kutije mogu biti i prazne.

« broju svih kombinacija bez ponavljanja k-te klase od n + k —1 elemenata.

Zadatak 3.37 Dokazati da broj svih reSenja jednacine fci + fc2+ mmm+ kn = k iznosi gde su
nepoznate k\, £2, ..., kn iz skupa N= {1, 2 a k in dati prirodni brojevi.

Primer 3.38 Odredi broj s(n, k) sirjektivnih funkcija skupa A = {1, ...,n} u skup B = {1,..., fc}.

Ako je n < fc, tada je trazeni broj 0, a ako je n = fc, trazeni broj je n! Neka je sada n > k.

Neka je |Ao| = ao broj svih funkcija skupa A u skup B, tj. ao = kn. Neka je A5 skup svih funkcija
/ : A —>B takvih da se element (na primer) 5 nikada ne pojavljuje kao slika, tj. davazi (Vx € A) f(x) ~ 5
i nekaje WA\ = WA\ = a\. Tada je ocevidno a\ = (k —I)n.

Neka je AN skup svih funkcija / : A —>B takvih da se neki fiksni element i € B = {1,2, ...,fc} nikada ne
pojavljuje kao slika, tj. (Vx G A) f(x) 7°i. Tada je:

1. W\ = ai = (fc—1)" zasvako i e {1, 2, =me, fc}.

2. Za svaki prirodni broj i € {1, Zo-l,fc} i za svaku permutaciju (jj .e*=,jg) skupa {1, --- ,fc}, vazi
K\ji n Aj2 n eeen AOO\= at = (fc- i)n.
Sada je jasno da skup svih funkcija /7 : A —»B u kojima se uvek pojavljuju slika lislika 2 .. i uvek

pojavljuje slika fc, jeste skup svih sirjektivnih funkcija skupa A u skup B, tj. skup A% n memn A", a po
teoremi 112 broj elemenata toga skupa jednak je s(n, k) = \AIi N— NA" |=

= elLo(-inl)(k-i)n = e =<
Pokazati da je s(n, fc) -. S]f mfc! gde je Sjj? broj svih particija skupa od n elemenata na fc nepraznih

disjunktnih podskupova. Videti definiciju 1.13 i primere koji slede.

Teorema 3.39 Nekasu A ={1,2,...,n}, B ={1,2,...,k} in < k. Tadaje
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BN = kn 13-K/!/ :-B= 24} = nk
2-K/l :A ~>BN = ¢&a) 14 {/|/:B-}AN=0
3.{/MI:A- BN= g 5.{tAf:B xa)\ =0
4-KIN:A-51=0"v ) merine 24 =¢c 71
51{/1/:A ™ BN\N=0 17.1{/I/ :B ™ AYhET,i(-D i+ (”)i"
6.|{/1/:Aj5 BN = 0 18.1{/1/ :B y5~ 1= 0
7-|{/|/ : A —A}| = nn 19-K/I/ : B —>BN = kk
8.K/l/ :A -} AY] = n! 20.{/1: BN =R
9-K/N A~} =1 20\{f/\f:-5}| =1
10.[{/zf/ - A1= @) 22{{IZl]:8 B} = ]
11-K/1/ 4 - 4} =m\ 23-K/1/ :B 25 fl}] = fd
12-K/1/ :-42 4] = nl 24141/ : B Rij3}| = H

AAIXI/K = i} = fofi o

ReSenje za br. 17je i s,,fc=5{f </ (-1)n$=i(-21)i(")ifc n

Broj svih proizvoljnih funkcija jednak je broju varijacija s ponavljanjem, broj
injektivnih funkcija broju varijacija bez ponavljanja, broj bijektivnih funkcija broju
permutacija bez ponavljanja. Broj rastu¢ih funkcija jednak je broju kombinacija
bez ponavljanja, broj neopadaju¢ih funkcija broju kombinacija s ponavljanjem, tj.
broju nekih permutacija s ponavljanjem. Broj funkcija sa fiksiranim brojevima po-
javljivanja slika jednak je broju permutacija s ponavljanjem. Broj svih sirjektivnih
funkcija skupa od n elemenata u skup od k < n elemenata jednak je broju parti-
cija 5t pomnozenog sa K\ Prema tome, prebrojavanjem skupa funkcija odredenog
tipa izvrSeno je istovremeno i prebrojavanje permutacija, varijacija, kombinacija
s ponavljanjem i bez njega i particija skupova, Sto je vrlo vazno istaci.

Zadatak 3.40 Dati su skupovi A = {1,2,3,4,5} i B = {a,b,c} i binarne
relacije, tj. bilo kakvi skupovi uredenih parova:
fi = {(1)a), 2 b) @ o),
h ={(1 a) (2b), @3 ¢c) (4a) (D), (1)
h = {(!, a), (2>a), 3:a), (4 a), (5 a)},
h = {(!»c), (2,6), (3, b), (5 a), (4,c¢)}.
a) Da li su fi funkcije?
b) Da li su ftfunkcije skupa A u skup B?
c) Ako su fi funkcije skupa A u skup B, da li su one injektivne?
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d) Ako su fi funkcije skupa A u skup B, da li su one sirjektivne? :
e) Da li se moze definisati injektivna funkcija skupa A u skup B ?

ReSenje
a) Samo f2 nije funkcija zbog (1,a) £ f2A(1,c) £ f2.

b) Funkcije /3 i /4 jesu funkcije skupa A u skup B dok f\ nije funkcija
skupa A u skup B, ve¢ skupa {1, 2, 3} u skup B.

c) Treba ispitivati samo /3 i /4. Medutim, one nisu injektivne zbog toga
Sto je, na primer, /3(1) = /3(2) = ai /4(2) = /4(3) = b

d) Sirjektivna je samo /4.

e) Ne moze se definisati injektivna funkcija skupa A u skup B jer skup A
»ima vise elemenata” od skupa B pa bi se dva razliCita originala morala
preslikavati u istu sliku, Sto je protivrecno injektivnosti. Funkcija ,,ko-
nacnog” skupa A u ,,konatan” skup B moze biti injektivna ako i samo
ako je broj elemenata skupa A maniji ili jednak broju elemenata skupa
B.

Zadatak 3.41 Neka su A = {1,2,3}, B = {a, bc,d} i binarne relacije,
tj. neki skupovi uredenih parova f\ = {(1,a), (2,b), (3,¢), (1,d)}, f2 =
{(1,a), (2,a)} i /3= {(1,d), (2,a), (3,c)}. Odgovoriti na pitanja a), b), c),
d) iz prethodnog zadatka za ove skupove i relacije.

e) Da li se moze definisati sirjektivna funkcija skupa A u skup B?
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ReSenje ;
a) Samo fi nije funkcija zbog (1,a) E fi i (1,d) Gf\.

b) Funkcija /3jeste funkcija skupa A u skup B dok funkcija /2 nije funkcija
skupa A u skup B, ve¢ skupa {1,2} u skup B.

c) Funkcija /2 nije injektivna zbog toga Sto je /2(1) = /2(2) dok /3 jeste
injektivna.

d) Treba ispitivati samo /3. Medutim, funkcija /3 nije sirjektivna.

e) Ne moZe se definisati sirjektivna funkcija skupa A u skup B jer skup
A ima ,,manje elemenata” od skupa B pa bi jedan original morao da
se preslikava u dve razliCite slike, sto je protivrecno definiciji funkcije.
Funkcija ,,konacnog” skupa A u ,,konatan” skup B moZze biti sirjektivna
ako i samo ako skup A ima ,viSe ili jednako elemenata” u odnosu na
skup B.

Na osnovu zadataka 3.40 i 3.41 zakljuCuje se da dva ,,konacna” skupa imaju
isti broj elemenata ako i samo ako izmedu njih postoji bijekcija. To upucuje
na definiciju:

Definicija 3.42 Neka su A i B skupovi i neka postoji bijektivna funkcija
f : A™ B. Tada se kaze da skupovi A i B imaju isti broj elemenata (isti
kardinalni broj ili da su iste mod¢i) i to se zapisuje sa Card(A) = Card(B)
ili Y= \B\

Teorema 3.43 Konacan skup A ima n elemenata ako i samo ako postoji
bijekcijaf : A {1,2,___,n} i to se zapisuje sa Card(A) = n ili, kao Sto je
vec receno, Y = n. Skupovi s istim brojem elemenata kao skup prirodnih
brojeva nazivaju se prebrojivi skupovi, Sto se oznatava sa  * Cita ,,alefnula”.
Za skupove s istim brojem elemenata kao skup realnih brojeva kaze se da
imaju ¢ (kontinuum) elemenata.

Iz zadataka 3.40 i 3.41 takode se zakljuCuje da se ,,konatan” skup A ne
moze bijektivno preslikavati na svoj pravi podskup, Sto moze da posluzi za
karakterizaciju ,,konac¢nih” skupova. Preciznije o tome govori sledeéa defini-
cija.
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Definicija 3.44 Skup je beskonaCan ako i samo ako se moze injektivno,pres-
likati na svoj pravi podskup. U suprotnom on je konacan.

Zadatak 3.45 Dokazati daje skup N beskonacan.

ReSenje Posmatrati funkciju /7 = {(n, 2n)|n € N}. Funkcija / ocigledno
je bijektivna funkcija skupa N na skup svih parnih brojeva koji je pravi
podskup skupa prirodnih brojeva.

Zadatak 3.46 Dokazati da skup racionalnih brojeva <@ima isto toliko elemenata koliko i skup prirodnih
brojeva N.

Rréenje Posmatrati niz pozitivnih racionalnih brojeva:
1

| 2 Ocevidno je da ¢e se svaki pozitivan racionalni broj pojavi-
i/ 3 ti u ovom nizu bar jednom. Posle prvog pojavljivanja nekog
3’ 27 1 racionalnog broja u ovom nizu, uklonice se sva dalja pojavlji-
i I. 1. S vanja toga broja u tom mzu. Ako se to primem na svaki
L 2 3 4 5 racionalni broj u tom nizu, dobie se niz svih pozitivnih
B i 2 racionalnih brojeva.

svaka dva ¢lana toga niza upisSe prethodni, sa znakom minus i ispred celog niza upise 0, dobice se niz svih
racionalnih brojeva. Kako je uspelo da se poreda u niz skup svih racionalnih brojeva, to znaci da je
konstruisana (definisana) bijekcija skupa prirodnih brojeva na skup racionalnih brojeva, pa je dokaz time

zavrsen.

Teorema 3.47 Ako su skupovi A i B konacni i | = \B\ tada iz injek-
tivnosti funkcije f skupa A u skup B sledi obavezno i njena sirjektivnost.

Da ovo ne vazi za beskonacne skupove sledi iz primera funkcije / : N—Q
definisane sa /(n) = n za svaki prirodni broj n G N, gde je Q skup svih
racionalnih brojeva. Funkcija / : N — Q ocCevidno je injektivna, ali nije
sirjektivna jer se niko ne prelikava na primer u |, a [N = Q.

Teorema 3.48 Ako su skupovi A i B konacni i [N = \B\ tada iz sirjek-
tivnosti funkcije f skupa A u skup B obavezno sledi i njena injektivnost
odnosno bijektivnost.

Da ovo ne vazi za beskonacne skupove sledi iz primera funkcije 7 : Q —N
definisane sa /(]) = g za svaki racionalni broj |, gde supeZ, gGNipig
uzajamno prosti, jer | = [N i funkcija /7 : Q —N jeste sirjektivna a nije
injektivna.
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Zadatak 3.49 Dokazati da ne postoji bijekcija izmedu skupa prirodnih brojeva i skupa (0,1) <<{t j0 <
x <1 A x6 R} tj. da skup (0,1) nije prebrojiv skup.

Dokaz: lzvesti dokaz kontradikcijom. Poci od pretpostavke daje skup prebrojiv, tj. dase SVI elementi
(brojevi) skupa (0,1) mogu poredati u beskonacni niz, jedan ispod drugoga. Kako se svaki broj iz (0,1)
mozZe na jedinstven nacin zapisati u obliku beskona¢nog decimalnog zapisa, u kome ne postoji cifra amn
posle koje su sve devetke, to pomenuti niz SVIH brojeva iz (0,1) glasi:

0, anai2Ui3 emmaii... a\j ...

0, 021022023 mmm02] mema’\j W. .
0, ajiaj2 Oj3 eeajj ... aij ...

gde je aij g {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} j-ta cifra i-tog broja iza zareza u tom nizu. Medutim, postoji broj
Qb\b2b3.. .bj... takav daje 6j = 0 zaaa ~ 0, 6j = 1 za aa = 0 (Kantorov dijagonalni postupak). Taj
broj o€evidno pripada skupu (0,1) i nije u prethodnom nizu SVIH brojeva iz (0,1), 8to je kontradiktorno
pretpostavci da se skup svih brojeva iz (0,1) moZe ,poredati” u niz, tj. bijektivho preslikati na N.
Napomena 0, 2363999... = 0, 23639 = 0, 2364 = 0, 2364000... i u ovom dokazu koristio se samo poslednji
zapis zbog jedinstvene reprezentacije realnog broja iz (0,1) decimalnim beskonaénim zapisom.

Restrikcija /(0,i) funkcije f(x) = tg(]x) nad domenom (0,1) jeste bijekcija
skupa (0,1) i M+, a funkcija g(x) = Inx je bijekcija skupa M+ i skupa R, paje
njihova kompozicija g°f(o,i) bijekcija skupa (0,1) i skupa M To znaci da svih
realnih brojeva ima isto toliko koliko i realnih brojeva iz intervala (0,1), tj.
M = |(0,1)]. Na osnovu te bijekcije g 0 /(0n i prethodnog zadatka sledi da
skup svih realnih brojeva M nije prebrojiv, jer (0,1) nije prebrojiv! (zadatak
3.49) Za bijekciju skupa Mi skupa (0,1) moze se uzeti i f(x) =

Na osnovu 3.42 3.46 i 3.49 sledi da je
N=IJd=Hi |RI= |O1)] = C, kaoi KO < C. Da li postoji skup €iji je kardinalni broj izmedu KO
i C? Odgovor na ovo pitanje, poznato kao hipoteza kontinuuma, dao je P. Cohen 1964. godine i glasi da
to nije posledica ostalih aksioma teorije skupova, tako da se postojanje takvoga skupa moze prihvatiti ili

ne prihvatiti kao nov aksiom.

Primer 3.50 NekasuA = {1,2,3} iB = {2,3,4} inekaje fi = {(1, 3), (2,4)},
fi = {(1,3), (3,4), (2,3)}, h = {(3,3), (2, 2), (1,4)}, f4= {(3,3), (2,3), (1, 3)}.
Popuniti obavezno sa da ili ne:

\ fijer ft:A—B fi: AUB fn A™B f\ALnQB
/|

> O T
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Zadatak 3.51 A = {1,2,3}, B = {a,b,c}, j\ =

= {(1,a), (2,b)}, J2 =
{(1a), (2, b), B b} h = {(1jc),(Ab), 3,a)} h = {1, a), (1 b),(lc)},

\ J jefunkcija h mA —>B f,: J:A™MhB
/1

> O IS5 T

Zadatak 3.52

/i={(x,x + D]x € N}, /72={(x,x-1)] x e N}, /3={(1,1), (2,2), (3,3)},
=X + Ix)]a: e N}. Svako po/je obavezno popuniti sa da ili

\ fijefunkcija J :N—>N J N N fi:N~4 N

fi T T T
h T
h T
h T
JAXNA{I}AN /4:N\{1}X n /4:N\{1} ™N h:NT_N
T T T

Zadatak 3.53 Odrediti domene i kodomene (antidomene), ispitati injekti-
vnost i naci inverzne funkcije sledecih funkcija, ukoliko postoje.

a) /={(12),(23), 3.4} b f={(x3x+AWe R}

c) f = {{x,x3)\ e K}; d)f= {(x, x2)|x € R}
e) f - {{x,x2\x GR+}; /Y = {(x,2") | xeM};
9) f = {(+ X\ e R}; hy f= k e MA i/ 8};

i) sin; J) cos; k) tg.

Funkcije, na primer

i-eRA5- 3 °})
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obi¢no se krace oznatavaju samo sa f(x) = a funkcije konacnih skupova,
na primer / = {(1, a), (2, ¢), (3, b)}, zapisivace se kao

ReSenje

a) V(f)

{1,2,3), A(f) = {2,3,4} i /*1= {(2,1), (3,2), (4,3)}.

b) T>(f) = A(f) = R. Kako je jednaCina y = 3x + 4 jednoznacno reSiva
po x za svako y E R odnosno x = A/u to znaci da je / injektivna i da
je /1= {Bx+4x)\xG I}= {(y, VER} = {(x,~) BGR}

«) V(f) = A(/) = R i/ je injektivna zbog jednoznacne reSivosti jednacine
y=x3pox zasvakoy £ R odnosnoa = ™My. / 1= {(x3,X)\x6 R} =
{(y, #N1/ e R} = {(x, v?)Ix e R}

d) V(f) = R, A(/) = R+U{0} = R\R*. / nije injektivna zato Sto je, na
primer, /(-2) = /(2);

e) V(f) = *4(/) = R+ i / jeste injektivna jer jednaCina y = X2 jeste
jednoznacno reSiva po x za svakoy G R +. Ako uvedemo oznaku yd/ = x
zax > 0Ax2 = y mozemo pisati /-1 = {(x2,X)|x ER+} = {(?/, yZH}/ E
R+} = {(/;, y/X)\x E R+};

f) V(f) = R, A(f) = R+, /je injektivna, i ako se uvede oznaka x = log2y
za 2x = Yy, moZe se pisati

f~1= {(2X®)|x ER} = {(v,1092y)\y E R+} = {(x,log2x)|x E R+};

g) VIf)— RAIf) —IR+ U{0} i / nije injektivna zato Sto je. na prin
I-31-131; - ,

h) V(f) = R\ {8}, A(f) = R\{-8} i/ je injektivnajer je jednaCinay =
jednoznacno reSiva poiu skupu R\ {]} za svakoy E R\ {—] },

to jest x = pa je
f2x —1 S5y + I\
M 5. s 2+ 37 ZOR\
5x + 1\ 5x + 1

2+ 3xJ {-83}} + rl(l) 2+ 3x’
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i)

)

K)

Algebra

Iz definicije funkcije sin (sinus) vidi se da je V(sin) = M, _A@Sin) =
fa] —1 < x < 1} = [4,1]. Vidi se takode da sin nije injektivna zato
Sto je, na primer, sin§ = sin(—™) = sin™ itd. Prema tome, sinus
nema sebi inverznu funkciju, ali ako se posmatra restrikcija te funkcije
nad domenom [—], | ], odnosno ako se uzmu samo oni uredeni parovi
od funkcije sinus Cije su prve komponente iz [—8, §], onda ¢e ta nova

funkcija biti injektivna i obelezavace se simbolom sin( . Kako je
nova funkcija sinus injektivna, ona ima sebi inverznu funkciju koja se
obelezava sa sinr¥* ili arcsin. Znaci:
L 2»2)
- .. - - 7T 7T
sin™Vjrj = arcsin = J(sinx,x)|x G vyt o

{(y7avesmy)\y G [-1,1]} = {(x, arcsinx)|x G [-1,1]};

Iz definicije funkcije cos (kosinus) sledi da je V(cos) = R, .A(cos) =
[1,1] i kosinus nije injektivna zato Sto je, na primer, cos § = cos
itd. Prema tome, kosinus nema sebi inverznu funkciju. Ali ako se pos-
matra restrikcija te funkcije nad domenom [0,7#] odnosno uzmu samo
oni uredeni parovi iz funkcije kosinus Cije su prve komponente iz [0, 7r],
onda ¢e ta nova funkcija biti injektivna i belezice se simbolom cos[07].
Kako je sada nova funkcija kosinus injektivna, ona ima sebi inverznu
funkciju koja se obelezava sa cos- ” ili arccos. Znaci:

cos-] = arccos = {(cosx,X)\x G [0,7r]} =
= {(y,arccosy)\y G [-1,1]} = {(x, arccosx)|x G [-1,1]};
Iz definicija funkcije tg (tangens) sledi:
X>(tg) = M\{(2k+ 1)]Ik Gzj , A(tg) = R.

Funkcija tg nije injektivna zato Sto je, na primer, tg | = tg  itd. Re-
strikcija te funkcije nad domenom (—8§, 8), odnosno skup svih uredenih
parova funkcije tg Cije su prve komponente iz (—f , 8) jeste injektivna.
Ona se obelezava simbolom tg i zbog injektivnosti ona ima sebi

inverznu funkciju tg-1~  koja se obelezava jos i simbolom arctg. Znaci

=arctg= | (tgx, X)|x G =

= {(y, axctgy)\y G M} = {(x, arctg x)|x G M}.
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Neka funkcija 7/ : A™ B nije injektivna i nekaje fc : C —* B restrikcija funkcije /
(C C A, fc Cc /) koja jeste injektivna. Tada /7 (C 1°)) = X jeste tatno za svako X za
koje je i definisana ta jednakost (tj. za x Gfc{C) Cc B), a fff~ifO ) = x nije tatno
za svako X za koje je idefinisana ta jednakost, ve¢ samo zax 6 C. Dalije fc mC —*B
sirjektivna? Naci potreban i dovoljan uslov da bi fc WC —B bila sirjektivna!

Na primer, / = (]ff) je neinjektivna funkcija skupa A = (1,2, 3,4} u
skup B = (a, bc}, afc = (©) njena injektivna restrikcija nad domenom
C = (1, 3,4}, tj. injektivna funkcija skupa C u skup B.

Prikazati prethodne tvrdnje na tri vazna primera, odnosno za funkcije

f(x) = x2 f(x)=cosx f(x)=tgx.
(\/x)2 = x je tatno za svako x za koje je i definisano jer je
f(x) = x2, B =C= M U{0}, Pl

\fx¢ = x nije tatno za svako x za koje je i definisano, ve¢ samo za x E C =
[0, 00).
X, x>0

sledi da
—x, x<0

Zahvaljujuci definicijama fc
Je

Teorema 3.54 \fx? = \Xx

Dalje se vidi da je cos(arccosx) = x tacno za svako x za koje je i defini-

sano, jer je u ovom primeru f(x) = cosx, C = [0,7r], jc "¢ arccos  dok
arccos(cosx) = X nije tacno za svako x za koje je i definisano, ve¢ samo za
x E C = [0,7r]. Lako se proverava da
(vir E M)(3!fc E Z) arccos(cosr) = x + 2kn\ E [0, 7
gde se k E Z mora birati tako da bude x + 2kn E [T, #], tj. da bude
\x+ 2/ct|e [0,7r], Sto je oCevidno uvek moguce.
Treba primetiti da je tg(arctgx) = x tacno za svako x E R jer je u ovom

primeru f(x) = tgx, C = (-f, f), /c1 =f arctg . dok arctg(tgr) = x nije
tatno za svako i e I, ve¢ samo za x E (—f,f).
Lako se proverava da je arctg(tgx) = x+ kn E (— ,f) ,gde se KE Z

bira tako da bude x + kn E (—f, f), 5to je uvek moguce.

Za svaku injektivnu funkciju / skupa A na skup B uvek vazi da je
/-1(/(x)) = x zasvako x iz Ai /(/-1(x)) = x za svako x iz B, medutim
tg(arctgx) = x tatno je zasvako i G i,a arctg(tgr) = x nije tacno za svako
ifl, veEsamozaie (—f,f), iako
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f(x) = arctg x jeste injektivna funkcija skupa K u skup K. Zasto?  Odred-
iti:

arcctg(ctgx) =?, ctg(arcctgx) =?, sin(arcsinx) =? i arcsin(sinx) =?

X + 2k-K za X + 2kn € [], ]

—(x+ 2kn) za x+ 2kn G(], ")

2. arcctg(ctg x) = x+ kn G (0,7

za svako x za koje su definisani i za neko k s Z.

Definicija injektivne funkcije / kaze da za svako iz domena funkcije /
mora da vazi f(x) = /(?/) = x = y. Da li prethodna implikacija moze
da se primeni i na neinjektivne funkcije? Odgovor je potvrdan i sadrzi se u
sledecoj teoremi.

1. arcsin(sinx) =

Teorema 3.55 Akoje f neinjektivnhafunkcija, anjena restrikcija nad domenom
C injektivna, tada vazi:

(aeCAteCA f(a)=/(&) = a=h

Na primer jasnoje da nije uvek tatna implikacija sina = sinfr a = b, ali je
tatno (a6 [—], ]] A6€ [—], |]] Asina = sin&) =>a=h

Dokaz teoreme 3.55 posledica je samo definicije injektivnosti pa fakticki
nema Sta da se dokazuje, ali njena vaznost u dokazu raznih identiteta veoma
je bitna, Sto pokazuje sledeci primer.

Zadatak 3.56 Dokazati da vazi sledeca implikacija: x € [1, 00) =>arcsin ffjz = 7r—2arctg x
Dokaz: | leva i desna strana jednakosti koju dokazujemo definisane su za svako x E M, jer domen
funkcije arctg jeste M, dok zbog

(- 1<f&T <) ((*+1H2>0A(KX- 1)2>0)
sledi da je i arcsin jj+ j definisano za svako x GR, jer je domen funkcije arcsin [—1,1].
Sada primeniti teoremu 3.55 tako $to se uzme a = arcsin jffjs ib = ir—2arctg x. Prvo treba pokazati
da za svako x G[1, oo) vazi

)

. 2x T i . m T
a = arcsin-------- = €[ ,—1ImC i b= n —2arctgi G [L_ = C,
l+x2 1 2 2 2 20

jer su tada brojevi a i 6 iz istoga intervala injektivnosti [— +\ funkcije sinus (sin). Prva tvrdnja sledi iz
same definicije funkcije arkus sinus
arcsin : [—1,1] —[—j , 5], dok druga sledi iz

x G [1, 00) =»arctgx G [j, ~) = —2arctga: G (—T, -\ =
=>T —2arctgx G (0, %7 —2arctgx G [ , 8].
Preostalo je jo§ samo da se dokaZe da je sina = sin6, tj. dajesin (arcsin=sin(7r—2arctga:). Leva
strana ove jednakosti je ocito jednaka jffjs, pa treba pokaZati da je i desna strana te jednakosti jednaka
jj+ 2- Znadi, stoji da je sin(7r —2arctga:) = sin(2arctga:)=

= 2sin(arctg:r) cos(arctga) = 2 1 mVideti 3.66.
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Zadatak 3.57 Odrediti domene i kodomene (antidomene), ispitati injektivnost i na¢i inverzne funkcije
sledecih funkcija, ukoliko postoje.
a) /(*,y) ={2r+y,3x +2y) b) f(x,y) = (2x Ty, - 6x - 3y)

Zadatak 3.58 Da li postoje takvi realni brojevi a i b da za svaki realni broj iz intervala (—oo, —1] vazi
arcsin = “+ barctgx ?

Zadatak 3.59 Da li postoje takvi realni brojevi a i b da za svaki realni broj iz intervala [—1,1] vazi
arcsin —a + Barctgx ?

Zadatak 3.60 Ako su f(x) = 2x + 3 ig(x) = x2 —2, odrediti:
a) f(f(x)); b) £(g(x)); ¢) 9(f(x)); d) 9(9(x)).

ReSenje a) f(f(x)) = 2f(x) + 3= 2(2x + 3) + 3= 4x + 9;
b) f(g(x)) = 2g9(x) + 3 = 2(x2 —2) + 3 = 2x2 —1,
c) g(f(x)) = (f(x))2- 2= (2x + 3)2- 2= 4x2+ 127+ 7,
d) g(g(x)) = (g(x))2 —2 = (x2 —2)2 —2 = x4 —4x2+ 2.

Zadatak 3.61 Konstruisati bar jednu funkciju f tako da:

a) f : M—[1,1]; b)f :R~ [01]; ¢ f "2,

dj/ R ~[0,2]; ei /R~ 3,0 £)f " wuo}:

i/ RN R+ hfir+Mr; DE [+l e -1

K)F(-1,)b > 570

Rezultat

a) f(x) = sinx; b) f(x) = |sinx]; c)f(x) = —2sinx;

d) f (x) = 2sinaj; e) f(x) = —3]sinx|; f) f(x) = x2\

8) f(x) = 2x] h) f(x) = log/;, i) f(x) = arcsinx;

j) f(x) = arccosa:; k) f(x) = tg(arcsina:); 1) f(x) = log5(tg(arcsinx)).

Kako je pronadenajedna bijekcija intervala (0,1) na skup realnih brojeva,
time je dokazano da realnih brojeva ima isto toliko koliko ima brojeva iz
intervala (0,1).

Definicija 3.62 Nekaje O : A —»R, A C R, funkcija definisana sa (Vx G
A)0(x) = 0. Funkcija O naziva se nula funkcija.

Zadatak 3.63 Konstruisati bar dve razliCite nenula funkcije f i g skupa
realnih brojeva u skup realnih brojeva s osobinom da je njihova kompozicija
f o q nula funkcija, tj. O = f oq odnosnho

(VxeR)O0(x) = f(g(x)) = 0.
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Rezultat f(x)=x2—xig(x)= sgn(x2).
Definicija funkcije sgn glasi:
sgn(x) = —lzax < 0,sgn(x) =0zax=0isgn(x) = 1zax > 0.

Zadatak 3.64 Odrediti bar dve razliCite elementarne nenula funkcije f ig
definisane u skupu A = R \ {0} s osobinom da je njihova kompozicija f og
nula funkcija.

Rezultat f(x) = ig(x) =g jerje (/og)(x) =
= f(g(x)) =f(x1)=0=0(x) tj. Zog= 0.

Zadatak 3.65 Ispitati da lije f funkcija i, ako jeste, odrediti njen domen i
kodomen (skup slika). Ispitati da lije funkcija injektivna i izraCunati: /(—3),
/(-1 /(2), /(4), akoje f = {(x,] - X)\x G (-00,-2)} U{(x,x2+ I)\x G
[ 3)} U{(x, x —2)\x G (3, 00)}.

ReSenje Kako se nijedan realan broj ne preslikava sa / u dva razliCita
realna broja, 7 jeste funkcija i takve funkcije obi¢no se zapisuju:

—X X< =2
x2+ 1 —d<x<3
X-2 3 <X

V(f) = (M\[-2, —1))\{3> = (-00, -2) U[-1, 3) U(3, 00), A(f) = [1, 00) nije
injektivna zato Sto je, na primer, /(2) = /(7) = 5.

Zadatak 3.66 Zza koje su realne brojeve definisane i tatne formule: a) sin(arcsin x)
X; b) arcsin(sinx) = x; c) tg(arctgx) = x;

d) arctg(tgx) = x; e) cos(arccosx) = x;  f) arccos(cosx) = x;
g) cos(arcsinx) = y/l —x2; h) cos(arctgx) = A+x2

1) sin(arccosx) = y/l —x2; j) sin(arctgx) =

K) tg(arcsinx) = ~==: ) tg(arccosx) = VI=X

m) arccos(sinx) = f —X) n) arcsinx + arccosa; =

Rezultat a) x E [1,1]; b)xG[—], 1], c¢)xXE M
d)®G (-f,f); e) x 6 [4,1]; f)®e[0,7r]; g)xG[-1,I];
h)xGM ) xG[11; j)xGM k) x G (—1,1);

) x G[,1\{0>;, m)sG [-f,f]; n) x G[-1,1].
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Zadatak 3.67 Za koje su realne brojeve x iy definisane i taéne formule:
a) arctgx + arctgy = arctg ; b) arctgx + arctgy = « + arctg ffiff;
c) arctga; + arctgy = —n + arctg ffif ; d) arctga; + arctgj/ =

e) arctgx + arctgy = —f ,

arctS za xy<1

* + arct§ fffb za xy>1Ax>0
Rezultat: arctgx + arctgy = < -ir+arct§f:fj za xy > 1Ax <0
za xy=1Aa>0

) za xy =1Ax<0.

Proveriti da je za f(x) = arctga: + arctg i g(x) = arctga: + arctg Xt
_ F x> -1 _ X<1
/0= = x<1 M= J o1
IzraCunati: arcsin(sin — =? arcsin(sinl) =? arcsin(sin2) =?

arcsin(sin3) =? arcsin(sin4) =? arcsin(sin5) =? arcsin(sing) =?
arcsin(sin8) =? arccos(cos6) =? arccos(cos7) =? arccos(cos +/) =?
arctg(tgl) =? arctg(tg2) =? arctg(tg3) =? arctg(tg4) =?
arctg(tg5) =? arctg(tg6) =? arctg(tg7) =? arctg2 + arctg3 =?

Zadatak 3.68 koje vrednosti realnih parametara a i b formula f(x) =
ax + b definiSe
a) funkciju f :R —R OR b) injektivnu funkciju f : M—M ZFtI?

c) sirjektivnu funkciju /:1->M 0.7~0 d) bijektivnu funkciju f : R —R r+o
e) rastucu funkciju f : R —K +.> O f) neopadajucu funkciju f : R —M

Zadatak 3.69 Napisati bar jednu funkciju f : S S (f ifi za koju vazi
daje (Vx € 5) /(/(+)) = x (involucija tj. reflektor, odnosno f of = id
ili f = f~x), akoje S = {1,2, 3,4}. Napomena: i&je identi¢ka funkcija,
odnosno (Vx G5/ *d(x) = x. / = (x234). Koloiko ima ukupno svih takvih
funkcija zajedno sa identiCkom id?

Zadatak 3.70 Za koje vrednosti realnih parametara a, b i c formula f(x) =

ax2 + bx + c definise a=0

a) funkciju /7 : R R ¢?,>++ R b) injektivnu funkciju f : R —R

c) sirjektivnu funkciju f : R —R zzA>") d) bijektivnu funkciju /7 : R —R

e) rastucu funkciju f : R —R f) neopadajucu funkciju f : R —R.
aG— 0O < JL O k: P3

Zadatak 3.71 Odrediti f~1(x), g~I(x), h~I1(x), F~1(x), G_1(x),

i7_1(x); L~x(x) ako su f(x) = 2x + 3, g(x) = r , 7Zi(x) = arccosx, .F(x) =
2X G(x) = x3, H(x) = L(xX) = VT - x2eN e{7= «napisati V(f~1),
DGrl), z™/rl), M (F-1), z*g-1), ~(i/-1), ~(L-1).
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Ako se drukcije ne kaze, uvek se podrazumeva da su domeni funkcija ,,ma,ksimalni”
podskupovi od R u kojima su definisani izrazi koji ih definiSu.

Zadatak 3.72 Date su funkcije A (X) = 2log2x:
f2(x) = log2x2; f3(x) = 2log2 \X\ fAX) = Ar K' H]

Ako medu datim funkcijama ima jednakih, napisati koje su jednake. Odgov-
ore obrazloZiti.

Zadatak 3.73 Neka je f : R2 —» E2 funkcija koja preslikava skup svih
uredenih parova realnih brojeva samog sebe definisana izrazom f(x,y) =
(ax + by,cx + dy), gde su a,b,c,d dati realni brojevi. Za koje je vrednosti
realnih parametara a,b,c i d funkcija f: a) injektivna,

b) sirjektivna, c) bijektivna, d) ima inverznu f~1 i odrediti je.

e) Odrediti kompoziciju funkcije f sa samom sobom, tojest f of =?

Zadatak 3.74 Odrediti podskup T skupa {f\f : S 1rﬁ>s} funkcija koje su

same sebi inverzne tj. involucije, za S = {1,2,3, 4}. ReSenje T =

1234\ /1234\ 71234\ /1234\ /1234\ /1234\ /1234\ 71234\ /1234\ /1234\ 1
1234b V21437’ VA4321/ 5V3412/° V12437’ V1432/° V1324b V4231/’ V32147’ V21347 )

Ove funkcije su osne i ravanske simetrije koje pravilni tetraedar sa temenima
1, 2, 3,4 preslikavaju u samog sebe i identicka funkcija.

Zadatak 3.75 Napisati bar jednu funkcijug : S — S (g id) za koju
vazi da je (Vx 6 S) g(g(x)) = g(x) (idempotentna tj. projektor, odnosno
9°g = g), akoje S = {1,2,3,4}. g= (1234



Poglavlje 4
BULOVE ALGEBRE

Definicija 4.1 Neka je B = (B, +, «/,0,1) uredena Sestorka, gde su 0 i !
dva razlicita elementa skupa B, + i m binarne operacije skupa B i
unarna operacija skupa B. Tada ova Sestorka jeste Bulova algebra ako vaze
sledei aksiomi:

Bi : a+b=b+ a amb= bma

B2: a(b + c) = (amb) + (0 =) a+ (bmc) = (a+ b)m@a+c)
B3: a+0=a 0-1=0

B4: ata-1 =o

za sve a, b, c iz skupa B .

Umesto a mb, pisate se krace ab. Ovde se podrazumeva da operacija =ima
prednost u odnosu na operaciju +, pa zato se umesto o + (bc) piSe samo
a+ bci umesto (ab) + (ac) samo ab + ac. Aksiomi B\, B2,B3 i B4 redom
se nazivaju komutativnost, distributivnost, postojanje neutralnih elementa i
komplementarnost.

Radicemo samo sa konaCnim Bulovim algebrama!
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Operacija + nazvace se disjunkcija, operacija < konjunkcija i oper+dja '
negacija, po ugledu na jedan od osnovnih primera (modela) Bulove algebre,
Iskaznu algebru u primeru 4.2.

Primer 4.2 ™+, T}, V,A “L L T jeste Bulova algebra, gde su binarne
operacije V, A i unarna operacija ‘1 definisane sa

\ T

+ + +
=+
+ 45

A
+
T

- + +
=4 + 1T

+ T
T T
Primer 4.3 Uredena Sestorka [T(A), U, D, ¢,0 Aj, gde je V(A) skup svih
podskupova skupa A (partitivni skup skupa A), A fi- O, a unarna operacija c
definisana sa € V(A)IXC= A\X = {x\x e AAx £ X}, jeste Bulova

algebra. Koristi se i oznaka X = Xc.

Primer 4.4 Neka je D30 skup svih delilaca celog broja trideset, tj. D30 =
{1, 2,3,5,6,10,15, 30}. Tadaje (D30,NZS,NZD, ' ,1,30) Bulova algebra,
gde je NZS(m,n) najmanji zajednicki sadrzalac brojeva m i n, NZD(m, n)
najveéi zajednicki delilac brojeva m in, a operacija ' definisana sa a' = ~
za svaki broj a iz D30.

Primeduje se takozvana dualnost u osmoc¢lanom skupu svih aksioma Bulove
algebre, odnosno ako u bilo kojoj aksiomi + i =i 0 i 1 zamene uloge (mesta),
dobice se opet aksioma Bulove algebre. Zbog toga ¢e i skup svih teorema
Bulove algebre biti dualan: ako se dokaze neka teorema, time je
njoj dualna teorema automatski dokazana, tj. ne treba je dokazivati.

OSNOVNE TEOREME BULOVE ALGEBRE

Teorema 4.5
a+a=a ; aa= a idempotentnost

Dokazz. a=a+0=a+aa = (a+ta)a+a)=(a+a=l=a+a

Teorema 4.6
a+l=1 : a-0 =0 ogranic¢enost
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Dokaz: a+ 1 le(a+ 1) = (a+a)(a+1l) =a+aml=a+a'<=1l

Teorema 4.7
at+ab=a ; a(a + b) = aapsorpcija.

Dokaz: a+ a6 =a-1 + a6 = a(l + b)= a=l = a.

Teorema 4.8
atafc=a+b ; a(a'+ @ = ab.

Dokaz: a+ a'b= (a+aY(a+ & = le(a+6)*=3a+h

Teorema 4.9

(@+6+c=a+ (b+c) ; (a6)c = a(bc)  asocijativnost.
Dokaz:
@+ 6 +c leMa+b)+cj = (@a+a)™a+ b)+cj = ™a(a+ 6) + ac™ +

[a'(a+ b)+ a'cj ===t=a + (a'b+ a'c) = a+ a'(b+c)™ a+ (6+ ¢).

Teorema 4.10
Sistern jednaCina a+ x = 1Aa-x =0 po nepoznatoj X, ima jedinstveno
reSenje za sve vrednosti parametra a iz skupa B.

Dokaz: Zbog aksioma B4 sledi da x = a' jeste reSenje datoga sistema.
Dokazati kontradikcijom da reSenja vise nema. Pretpostavitidab a' takode
jeste reSenje datog sistema. Tada je:

b= bel=Dba+a)=bathba=0+ba=aa"+ha=(a+ba=1<a = a"
Kontradikcija sa b ™ a’.

Teorema 4.11
o=1 ; V = 0.

Dokaz: Sistem
O+x=1 A 0-x=0

ima za reSenja x = O zbog B4 i x = 1 zbog j53, a kako taj sistem po teoremi
4.10 ima samo jedno reSenje, sledi daje O = 1.

Teorema 4.12
@)=a , Dalijef(x) = x" bijektivna funkcija? Zasto?
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Dokaz: Sistem
a+x=1 A a==0

ima za reSenja x = ai x = (a")' zbog B\ i B”, a kako taj sistem po teoremi
4.10 ima samo jedno reSenje, sledi da je a = (al)".

Teorema 4.13
(a+ b'=ab ; (ab)'=a + b Demorganovi zakoni

Dokaz: Sistem
@a+bh+x=1 A (a+b)ym=20

ima za reSenje x = (a+ b) zbog B+ i x = a'b' zbog (a+ b) + ab'= (a+ b+
a)ea+b+b)=1-1=1i(a+ b)«a’b = aab’+ ba'b’ = 0+ 0 = 0. Medutim,
zbog teoreme 4.10 sistem (a+ b) +x = 1 A (a+ b) x = 0 ima samo jedno
reSenje, pa mora biti (a + b)' = a'b".

Indukcijom se dokazuje uopstenje (ai + a2 H----+ an)' = axa2 mmedn.

Definicija 4.14 Bulova algebra C = (C, +, «/,0,1) jeste podalgebra Bulove
algebre B = (B, +,-,",0,1) ako i samo ako je C C B i operacije iz C su
restrikcije operacija iz B.

Teorema 4.15 Nekaje B = (B,+, «/,0,1) Bulova algebra i C C B. Tada
je C = (C, +, «/,0,1) podalgebra Bulove algebre B = (£?,+,/,0,1) ako i
samo ako za svako a i bizskupa C vazZia+ bEC,abfC %: 6 C}

"2-+T+0 CNS5T
Dokaz: (=>) (Ocevidan) (+=) Dovoljno je samo dokazati da 0 i 1 iz skupa B

pripadaju skupu C. Iz a € C sledi a' € C, paje a+ a G C, a kako je i
a+ a' = 1, to konatno sledi daje 1€ C. Analognoiza £ C sledi a' £ (7, pa
jeaa'£ C, pajeaa'=0£ C.

Definicija 4.16 U Bulovoj algebri B = (B, +, «/,0,1) definiSe se binarna

relacija 4 :
(WEB)(VY £B) x4 ysS+x+y=y

lasno je da su operacije + , =i "iz C restrikcije operacija + , mi 1iz B.
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VAZNA CINJENICA/UPUTSTVO ,

Cinjenica 4.17
Svaka od slede¢ih teorema, Bulovih identiteta, koji zavisi i od
promenljive x dokazivace se tako Sto ¢e se levoj i desnoj strani do-
dati x ili x* ili ¢e se i leva i desna strana pomnoziti sa x ili x*, a
zatim primenjivati aksiome Bt,B2,B3,54 i ve¢ dokazane teoreme!
(4.5-4.13)

Teorema 4.18 U Bulovoj algebri B sledeéi iskazi su ekvivalentni:
QA x+ty=y b) xy = x c)x'+y=1 d) xy* = 0.

Dokaz: Ako se jednakost a) pomnozi sa x i primeni zakon apsorpcije, dobija
se b). Dodavanjem elementa x* levoj i desnoj strani jednakosti b), primenom
aksioma B2, i B3 sledi ¢). Primenom unarne operacije ' na c) dobija se
d). Ako se doda y levoj i desnoj strani jednakosti d), primenimo aksioma
B2, BM i B3 sledi a). Kako je pokazano da a) 3 b) C) d) =t a), to je
teorema dokazana.

Ovim su date Cetiri ekvivalentne definicije relacije ” pa sledi:

fu twf{ctei 1 po\a . =
Cinjenica 4.19 t """"""""""" (iMzvoo : == p o
__________ [ fCt-i/l AICKC>i JkkPA /

Tvrdnja dualna za x =y jeste y 4 X, jer dualno od x + y = y jeste
Xy =Y.

Teorema 4.20 Relacija 4 u Bulovoj algebri B = (B, +, «/,0,1) jeste relacija
poretka, tj. za svako x,y,z G B vazi:

a) x4 x;b) [x4dyAydxj =x=vy;¢c) (x4dyAy4dzj =4 x4z

Dokaz: a) x 4 Xx<y>X + X = X;

b) (x4y Ry4 (X+y=y Ay+ x=xy+>x=y,

C) (x 4yRy 4zj =4x +y=yRy +z=z"x +y+z=y+ z=4>
Z>x + z = z jer je y + z zamenjeno sa z, pa sledi x Zz.

Primer 4.21 ({1,5,6,30},NZS,NzZD, ' ,1,30) jeste Bulova podalgebra
Bulove algebre ({1,2, 3,5, 6,10,15, 30}, NZS, NzZD, ', 1, 30).

Dokaz: Na osnovu zatvorenosti operacija +, =i " u skupu {1, 5, 6,30} i teoreme
4.15 sledi tvrdnja primera.
Haseovi dijagrami (videti 2.24) jesu:

\j~-  pos™ A (1A Ilh A 2 £L&h AArA
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30
30

15

Figure 4.1:

Teorema 4.22 U Bulovoj algebri B za svako x iy iz B vazi:
a)yxn"x +vy; b)y +x+vy; C)XYyNX; d)xyNy.
Dokaz: a) XX + y+>X +y=X+Yy, C) Xy X <&Xy+ X =X

Drugim reCima, zbir je veci od sabirka, a proizvod je manji od Cinioca
(faktora). Interpretirati teoremu na Haseovom dijagramul!

Teorema 4.23 U Bulovoj algebri B za svako x, y iz iz B vazi:
a) (x4z Ay4 zj=+x+y=. Vaziiobratno. Teorema 4.24

b) (z 4x Az =tz 4 xy. VaZi i obratno. Teorema 4.24
c) & z AyMZ]=mxy Mz. Ne vazi obratno. Naci kontraprimer.

d) (z4x Az 4yj=tz4 x+ y. Ne vazZi obratno. Naci kontraprimer.

Dokaz:
a) Nz A Nz =>+rz=z\y+z=1zj] =
=>X+y+z=2z=r-x+y4dz

b) "z24 xAz vyj +> (zx =z Azy=12zj =+zxy = z =+z 4 xy\

c) (x $z Ay4dzj =>x+2=2zAy+ z= % Na osnovu ovoga sledi:

z+Xxy=(z+x)(z+y)=2z=2z1j. Xy + z= 2z §to znali xy 4z
Kontraprimer je x = A= {1,2}, y=B = {2,3}, z= C = {2} jer je
AnB cc dok AEC iBE£EC.
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d) ~z4x Az4(gj =>=zx=1zAzy =z Naosnovu ovoga sledi: =
z{x+y)=zx+zy=2z+2z=121t. z{x+y) = zSto znaCi z + X
Kontraprimerje * = A= {1,2}, y=B = {2,3}, 2=C = {1, 2 3},
jerjeCC/ZIUB dokC AiCJ B.

Tvrdnje b) i d) su dualne redom tvrdnjama a) i c)! 4.19

Na osnovu teorema 4.22 i 4.23 sledi da je x+y najmanje gornje ogranicenje
(supremum), tj. najmanji element u skupu gornjih ogranienja za skup
{x,y}, a xy najveCe donje ogranitenje (infinum) za skup {x,y}. Interpre-
tirati teoremu na Haseovom dijagramu!

..Najmanje gornje ogranicenje (supremum), ukoliko postoji, jedinstveno je
odreden eleineh+ kap najmanji element u skupu svi-h gornjih granica nekog
podskupa skupa B (teorema 2.28). Na prinler, u skupu racionalnih brojeva
Q ne postoji najmanje gornje ogranicenje za skup {x\x2 < 2 Ax 6 Q}, dok u
skupu realnih brojeva,K-za isti taj skup {x\x2 < 2 A x & Q} postoji najmanje
gornje ogranicenje (supremum), i to je broj \J2. Da li se ovo poslednje moze
dokazati?

Teorema 4.24 U Bulovoj algebri B za svako x, y iz iz B vazi
a)x +y<z=>(x<z Ay<Zjlb)u+xy=t(u<x Au<.yj.

Dokaz: a) Kako je x < x + vy, teorema 4.22 i kako je po uslovu teoreme
X \y 4 z, to zbog tranzitivnosti sledi x 4 z. Analognoje iy < z.
Tvrdnja pod b) je dualna tvrdnji pod a). Dokazite sami. 4.19

Teorema 4.25 U Bulovoj algebri B za svako x, y iz iz B vazi:
a)X<y=>X +z<,y+2z;b)Xx<y=>xz< yz

Dokaz:
aj\ X<y<$x +y=y~"x +y+z:y+zZE§-Z

=+{x+2z2)+ {y+2z) = y+ z<$x + z<y + z
b) x + Yy Xy = X Xxyz = xz =+ {xz){yz) = xz =>xz + y2\

Teorema 4.26 U Bulovoj algebri B za svako x iz B vazi:
a) 0+ x; b) x <1
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Dokaz: a) 0=Nr<+>0+ g = x (SBI] b)xMI<+>x-1 = x (S3),
Najmanji element je 0, a 1 najveéi element skupa B u odnosu na relaciju
poretka (parcijalnog uredenja) =+

Teorema 4.27 UBulovoj algebri B za svako x iy iz B vazi:
xy —1 x=1Ay=1
Dokaz: xy =1 = x+ay=x+1 + x=1
Teorema 4.28 U Bulovoj algebri B za svako x iy iz B vazi:
X=Yy 4+ (r'+y)(x+ 2= 1, x = Y +> X'y+ xy'= 0

Dokaz: (=>) Ocevidno.
(<=2) Iz (x"+y)(x+y') = 1, naosnovu teoreme 4.27 sledi x'+y = 1lix+y' = 1,
a odavde, na osnovu teoreme 4.18 x Ay iy #Ax tj. x = y. Drugi deo teoreme
je dualan prvom delu.

Test 4.29 Zaokruziti slova ispred, iskaza koji su tacni u Bulovoj algebri B =

14+, /,0.1) 2 (8) ) x+y= (XYY (b) xy = (X" +yY
Xy=1=+x=1 @) x=y=#x'=y e x =y =x=y

f(x) = x=f :B” B(gj}xy =0 =+ (x=0V y=0)0@(Vx £
B)Bye By x+y=1Axy=20 0 ))xx = X+ X k) X =4 x".

Definicija 4.30 Element p 0 Bulove algebre B = {B, +, «/,0,1) jeste atom ako ne postoji element
x 6 B razli€it od, 0 i razli¢it od p takav da je 0 x =4p, to jest minimalni element u skupu B \{0}.

Teorema 4.31 Neki elementp E B razli¢it od nule atom je Bulove algebre B = (B, +, «/,0,1) akko iz
0=Ax AAp sledix=0V x =p.

Teorema 4.32 Element p e B razli¢t od nule atom je Bulove algebre (B, +, «/,0,1) ako i samo ako za
svako x iz B vazi:
p + =>px=p i p = 0.

Drugim re¢ima, p ~ 0 je atom ako i samo ako je za svako x iz B px jednako ili 0 ili p, tj.

fp zap 4 i
f o

Px ~ zap X

Teorema 4.33 Akoje B = (B, +, w,0,1) Bulova algebra, tada minimalni elementi (2.19) skupa B\ {0}

u odnosu na relaciju poretka =4 definisanu sa x + y =y (ili xy = x ili xy* = 0 ili X"+ y = 1) jesu atomi

| I B=(B,+ w,01) . . - .
?goorveemaage .r3e4 U gvakOJ '{ona]é%m Bulovoj algebri B = (B,+,-/,0, 1) za svaki element x £ B\ {0}

postoji takav atom p daje p =4 x.



{ (ofin)=: 0+ 0 4a~t{f04)~O*0 4% {C0")~ o

4. Bulove algebre ® 4-°) —. ., 63

Definicija 4.35 Funkcija f : B — C jeste homomorfizam Bulovih algebri
{B,+,<,0,1)i(C,0,0 r ,0%r) akoje /(0) = 0* /(1) = 1*__
f(x +y)=f(x)0 f(y), f(xy) = f(x) Q f(y), f(x") = f(x).

Definicija 4.36 Bijektivni homomorfizam naziva se izomorfizam, a
izomorfizam Bulove algebre u samu sebe automorfizam.

Primer 4.37 Bulova algebra
({1, 2,3, 5,6,10,15, 30}, NZS, NZD, ',1,30) izomorfna je sa

({0, {2}, {3}, {5}, (2,3}, {2, 5}, {3, 5}, {2, 3,5}}, U, D, ¢,0,(2,3,5});

gde je izomorfizam, na primer, funkcija

£ 1 2 3 5 6 10 15 30\
/ - VvOo i2} i3}y {&> (2,3} {2,5}_{3,5} {2,3,5} ]’
gde su” i c definisane sa n' = i Ac= A= {2,3 5} \A

Teorema 4.38 Neka je (B,+, «/,0,1) konatna Bulova algebra i S skup svih atoma te Bulove algebre.
Neka je za svako x E B \{0} definisan skup

n(x) = {pP\p€S Ap =Ax} = {pi,P2,mme?+}m Tada Xx =pi+p2+ ..+pn
jeste jedinstveno predstavljanje elementa x (do na komutativnost i asocijativnost).
Posledica 4.39 U svakoj kona¢noj Bulovoj algebri jedinica je jednaka zbiru svih njenih atoma.

Sledi teorema Stona o reprezentaciji Bulovih algebri (lak3i deo za konacni sluc¢aj). 2

Teorema 4.40 Nekaje S skup atoma kona¢ne Bulove algebre (B,+, w/,0, 1) i V(S) skup svih podskupova
skupa S, tj. partitivni skup od skupa svih atoma S. Tada funkcija

7r:B —+V(S) definisana sa n(x) = {p\pg S Ap x},
jeste izomorfizam Bulovih algebri (B, 0,1) i (V(S),U,Pl, ,0,S), gde je unarna operacija komple-
ment skupa definisana sa A= S\A = {xX\x 6 SAx f A}.

Dokaz: Injektivnost funkcije ir : B —V (S) sledi iz

r(x) = ir(y) =>x 438 5 = p 458
te 7T(x) ten(y)
Sirjektivnost funkcije 7r: B —V (S) sledi iz
(vx gV(S)) (ixes) (x =" ,48x= D #8AA =X.
tEX tG 7r(x)

2Stone M. H, The theory of representations for Boolean algebras. Amer. Math. Soc.
40, 37-111, 1936.
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Da bi se pokazala homomorfnost funkcije t: B —* V(S) treba dokazati: t
t(x +Yy) = n(x) Un(y) ir(xy) = n(x) n-n(y) t(x') = tr(x).

p £ir(x+y) =?p x+y =?p(x+y) =p =px+py = p, a kako su na osnovu 4.32 elementi px ipy iz
{p,0}, to je bar jedanod px ipy jednak p, jer u protivnom, ako su oba 0, bilo bi daje 0 = p, §to ne moze
biti jer je p atom. Neka je, na primer, px = p, §to znafi p =4 x odnosno p 6 it(x) tj. p E r(x) Un(y)j.
Analogno se deSava i zapy = p.

1Izp 6 A?f(X) U (/)] sledi da p pripada bar jednom od skupova t(x) ili n(y) i neka je, na primer,
p e 7r(a) Sto dalje implicirap=4x=4(x + y)=>p=4(x + y)="p &n(x + ).

1z prethodna dva pasusa sledi 7r(x + y) —n(x) Uir(y).

p € ir(xy) p Xy =4 x tj. p x odnosno p 7r(s). Analogno se dobija daje ip € 7r(y), tj.

pe (n(x) DT(Y)).
Izp € (n(x) N7(s)) = p €710 Ap €7r(f) =>p X Ap =4V P A XYy =>pé€ Tr(xj/).
1z prethodna dva pasusa sledi Tr(xy) :m(x) N7(/).
Dalje sledi p € 7r(x") 4“-8p =4 x' 4.16.4.18 px' =p 4213—2 px" f' 0 416418 p "X 4.38
p £ 7r(x) » p e 7r(x) odnosno 7r(x') = 7r(x).

Posledica 4.41 Svaka konatna Bulova algebra ima 2" elemenata, gde je n broj njenih atoma i svake
dve konatne Bulove algebre s jednakim brojem elemenata su izomorfne.

Bulove funkcije Jedan od vrlo vaznih pojmova Bulovih algebri,
naro€ito u primeni, jeste pojam Bulovih funkcija.

Definicija 4.42 Neka je B = (B, 0,1) Bulova algebra. Funkcija od n nezavisnih promenljivih
f :Bn —B, tj. funkcija koja uredene n-torke Cije komponente su iz B preslikava u elemente skupa B
jeste Bulova funkcija akko za svaku n-torku (x\,X2, mmxn) € Bn vaZzi:

1) Konstantne funkcije odnosno funkcije oblika f(xi, X2, «=xn) = a, gde je a fiksni element iz B
jesu Bulove funkcije.

2) Projekcije, to jest funkcije oblika f(x i, X2,...,xn) = x/ za proizvoljno i € {1, 2,..., n} jesu Bulove
funkcije.

3) Ako su f ig Bulove funkcije, tada su to i funkcije f(x\, ...,xn) = (“f(x\,...,.xn)J ,
(f + g)(xi, mmxn)=f(xi,....xn) +g(xi,....x,,) i (f mg)(xi,..,xn) =F(xi,....xn)m(x .., *«).

4) Bulove funkcije se mogu dobiti samo primenom 1), 2) i 3), i to konatno mnogo puta.

Drugim re€ima, skup Bulovih funkcija sadrzi konstantne funkcije, projekcije, funkcije (operacije) + ,
i zatvoren je u odnosu na kompoziciju (superpoziciju) funkcija.

o '
Kompoziciono zatvoreni skupovi funkcija koji sadrze sve projekcije (kao i Bulove funkcuje) nazivaju
se klonovi funkcija. Ime klon poti¢e od grcke re¢i kAouoo Sto znaci izdanak, jer sve funkcije jednoga
klona izrastaju pomodéu superpozicija (kompozicija) iz nekih funkcija za koje se onda kaze da ga generiSu.
Klon Bulovih funkcija generisan je sa svim konstantama i funkcijama (operacijama) +, mi ' . Danas o

klonovima postoje mnogobrojni i znac¢ajni nau¢ni radovi u raznim oblastima.

Teorema 4.43 Ako je skup B dvoclan, tj. B = {0,1}, tada svaka funkcija
f :Bn—B jeste Bulova.
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Dokaz je posledica teoreme 4.52. :

Ovde ¢e se proucavati samo funkcije dvoelementnih Bulovih algebri koje
su sve Bulove.

Svaka Bulova funkcija moze se definisati tablicno ili Bulovim izrazom. Na

primer, funkcija / zadata Bulovim izrazom f(X,y, z,u) = yu + x'u + y'z'u' i
ista ta funkcija tablicno

X 1111111 100UO0UO0TO0O0TUO0T0O
y 11110000 1 11 1 0000
z 11 0 0 1 1001 1001100
u 1 0 101 01010101010
fx,yzu) 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1

Definicija 4.44 Konstanta skupaB je proizvoljni element skupa B . Promenljiva
skupa B je simbol koji se moze zameniti bilo kojim elementom skupa B .

Definicija 4.45 1) Konstante i promenljive su Bulovi izrazi.
2) Ako su A iB Bulovi izrazi, tadasui (A+B), (A-B) i A" Bulovi izrazi.

3) Bulovi izrazi mogu se dobiti samo primenom 1) i 2), i to konacno
mnogo puta.

Da li ova defmicija ima neke veze s definicijom 4.42? Da li je to na neki nacin
isto?
Ocevidno, svaki Bulov izraz jednoznacno odreduje jednu Bulovu funkciju!

Primeri promenljivih: X, y, z, u, xi, y+, zlyul:..

Primeri Bulovih izraza: x, (x +y), ((xy") + y(X' +y)), (1 + (xy')), ===

Uvodi se dogovor o brisanju leve i desne krajnje zagrade, kao i konvencija
da operacija *ima prednost u odnosu na operaciju + i, shodno tome, brisu
se odgovarajuée zagrade, pa od prethodnih Bulovih izraza sledi da su i x +
V, Xy' + y(x' + vy), 1+ xy',... takode Bulovi izrazi.

Svaki Bulov izraz jednoznac¢no odreduje Bulovu funkciju, dok za svaku
Bulovu funkciju postoji vise Bulovih izraza koji definiSu istu funkciju. Na
primer, Bulovi izrazi x' + y' i (xy)"' odreduju istu Bulovu funkciju f(x,y) =
X'+y' = (xy)' Cijaje tablicnareprezentacija X o o 1 1

y 0 10 1

fxy) 1110

Sledi definisanje nekih posebnih Bulovih izraza koji su od velikog znacaja
u daljem radu.
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Definicija 4.46 Monom je promenljiva ili njegova negacija.

Primeri monoma: X, Y, z, u, Xi,yi, Z\,u\, X"y, z",u", x[, y[, z[,u[,..

Definicija 4.47 Elementarna konjunkcijaje konjunkcija (proizvod) monoma.
Element 1 Bulove algebre jeste elementarna konjunkcija.

Primeri elementarnih konjunkcija: x, xy', xX'yzu, 1, X[yz'2,...

Definicija 4.48 Disjunktivna normalna forma u oznaci DN F je disjunkcija
(zbir) elementarnih konjunkcija.

Primeri DNF: x + u'z + x'yzu', xy', X + Yy, xpy'x + y\z', 1, ...

Definicija 4.49 SavrSena disjunktivna normalna forma skupa promenljivih
A = {x\,x2,..., xn}, u oznaci SDNF, jeste disjunkcija (zbir) elementarmh
konjunkcija, takvih da se u svakoj elementarnoj konjunkciji pojavljuje svaka
od promenljivih skupa A.

Primeri SDNF za skup promenljivin A = {x, vy, z}:

Xy'z + X'yz + xyz, xy'z, xyz' + x'y'z' + xy'z', ...

Analogno, dualno se definiSu elementarna disjunkcija, konjunktivna nor-
malna forma KN F i savrSena konjunktivna normalna forma SKNF.

Pokazaéemo da se svaka Bulova funkcija moze predstaviti pomoéu SDNF.

U tu svrhu uvodimo sledecu definiciju (oznaku).

Xx za a=1

tj. x1 = X I XxX°=x".
X' za a

Definicija 4.50 xa=

J O za x a

Teorema 4.51 _
J 1 za x=a

Dokaz: 0°=0=1 01=0, 1°=1'=0, I11=1
Sada se moze formulisati i dokazati teorema o reprezentaciji proizvoljne
Bulove funkcije pomo¢u SDNF.

Teorema 4.52 Rreprezentacija Bulovih funkcija pomo¢u SDNF.

f(x\,x2,...,xn)= /(a+ e==,Un)XT m ?\m
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Dokazacemo teoremu za n = 3. Na primeru tri nezavisno promenljive,
odnosno za n = 3 prethodna teorema ima oblik: f(x,y, z) =
/(0.0,0)x°y°z° + / (0.0, )OO+ /(0,1, ONOYIN0O+ /(0,1 1)irfy i;rit
+/(1, 0,000+ /(1,0, I)::120M+ /(1, 1, OMAN+ /(1,1, 1MV 1

Proveri sada da li je ovajednakost tatha na primer za (x,y, z) = (0,1,1).
Ako se uvrsti (x,y,z) = (0,1,1), tada ¢e na desnoj strani svi sabirci (ele-
mentarne konjunkcije), izuzev Cetvrtog, biti nule jer u svim tim sabircima ¢e
se na bar jednom mestu razlikovati osnova od eksponenta pa ¢e zbog 4.51
sabirci biti jednaki 0, a Cetvrti ¢e biti /(0,1,1). Time je naSa jednakost
postala /(0,1,1) = /(0,1,1) odnosno tatna. Kako ¢e se ovo oCevidno uvek
desiti za svaku trojku (x,y, z) 6 {0, 1}3tirne je teorema dokazana.

Dokaz je sproveden za n = 3, medutim to oCevidno vazi i za svako n £ N.

Neka je Bulova funkcija / zadata sledecom tablicom:

00001111 x
00110011
01010101 7

1 01 0001 1 f(xvy2=xyz+xyz +xyz + xyz
Na osnovu teoreme 4.52 odnosno njenog specijalnog slucajazan = 3 f(x, Yy, 2)
/(0,0,0)x'y'z" + /(0,0,1)x"y'z + /(0,1, O)x'yz' + /((), 1.1)x'yz+
+/(1,0,0)xy'z' + /(1,0,1)xy'z+ /(1,1,0)xyz" + /(1,1,1)xyz
pa sledi da je njena SDNF
f(x,y,2) = X'y'z' + X'yz' + xyz' + xyz.

Bulove funkcije bi¢e posmatrane na dvoelementnom skupu B = {0,1}.
Bulovih funkcija od jedne nezavisno promenljive (unarnih operacija skupa
B) f : B —B ima samo Ccetiri, i to su:

/.= © a=D A=1=D /.= ©
Ove funkcije redom se nazivaju univerzalna negacija, identicka funkcija, ne-
gacija i univerzalna afirmacija.

U sledecoj tabeli za oznake funkcija (operacija) koristi¢e se simboli iz
iskazne algebre odnosno uzima se da
X + yje x Vy i naziva se disjunkcija, Xy je X Ay odnosno konjunkcija, X' + vy
je x vy ili implikacija, X'y' + Xy je X <y i naziva se ekvivalencija, X'y + Xy’
je Xx ©y i zove se sabiranje po modulu 2, joS i ekskluzivno ili, X' + y' je X Ay
(obelezava se i sa }) i naziva se ni, ali i Seferova funkcija, x'y' je XV y
(obelezava se i sa {) i naziva se nili ili LukaSijeviceva funkcija. | preostalim
funkcijama dodeljena su neki nazivi, ali nece biti navodeni.

Iskazna algebra je samo jedan primer Bulove algebre zbog kojega se u
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mnogim knjigama operacije + , =i ' oznaCavaju redom sa V, Ai 1, dolf se u
modelu algebre skupova koriste redom simboli U, D i c.

Bulovih funkcija od dve nezavisno promenljive (binarnih operacija skupa
B) ima 16. Evo sedam najceSc¢e koriscenih:

Xy AV = © AV
0000 1 1 0 1 1
01 01 1 0 1 10
1001 0 0 1 10
1i 111 1 000

Kako je dokazana teorema 4.52, znaci da se svaka Bulova funkcija moze
predstaviti (kao njihova kompozicija, tj. superpozicija) pomoc¢u funkcija + ,
mi "' Zato se za skup funkcija {+, ¢ '“kaze da je generatorni za skup svih
Bulovih funkcija. Postavlja se pitanje da li je i izbacivanjem neke funkcija
iz skupa funkcija {+, -, '} novonastali dvoclani skup funkcija i dalje gener-
atorni? Zbog identiteta (teoreme) x + y = (x'y')' sledi da se funkcija (op-
eracija) + moZe izraziti pomocu operacija (funkcija) skupa {, Sto znacli
da je odgovor na prethodno pitanje DA.

Prema tome, skup funkcija {=, '} takode je generatorni i moze se pokazati
da izbacivanjem bilo koje funkcije iz skupa {=, '} novodobijeni skup funkcija
nije viSe generatorni, pa se za takve generatorne skupove funkcija kaze da
su baze skupa Bulovih funkcija. Znaci, {=, '} jeste jedna dvocClana baza.
Ocevidno je da i {+ , '} jeste baza skupa svih Bulovih funkcija. Postavlja
se sada pitanje da li postoje jednoClane baze? Odgovor je potvrdan, Sto
pokazuje sledeéa teorema.

Teorema 4.53 Jednoclani skupovi funkcija {A} (Seferova) i {V} (LukaSi-
jeviceva) funkcija, jesu baze skupa Bulovih funkcija.

Dokaz: Iz dehnicija ni funkcije A (Seferove funkcije }), funkcije negacije
1 i disjunkcije Vv sledi

Xy 1Ix iy XxAx y\y xVy XAX)A(YAY)
00 1 i 1 1 0 0
0o i 1 0 1 0 1 1
10 0 i 0 1 1 1
11 0 O 0 0 1 1

Na osnovu jednakosti poslednjih dveju kolona vidi se da se funkcija (op-
eracija) V moze izraziti samo pomocéu operacije A, tj. x Vy = (XAx)A(YAy),
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odnosno x +y = (x Tx) | (y} y)- Na osnovu jednakosti kolona ispod ~x i
xAXx sledi da se i “l moze izraziti samo operacijom A | sada je o€evidno
sledeée: kako je {“, V } = {',+} baza, to je i {X} = {{} jednoclana
baza skupa svih Bulovih funkcija dvoelementne Bulove algebre. Analogno
se dokazuje i za {V} LukaSijevicevu funkciju.

Definicija 4.54 Bulova funkcija f(x1,%,.. implicira Bulovu funkciju
g(x1,X2,..., xn) ako i samo ako je

£ (CL X2, ===, 2+) + QUKI) G2 mm +i)  Q(M1¥2, mm, =Y)

za sve vrednosti nezavisno promenljivih iz x\, x2, mmm xn skupa B. To ¢emo
krace zapisivatisaf + g=g ilif #g.

Zbog zakona ogranicenosti 1 + x = 1, sledi da / implicira g akko za sve
vrednosti promenljivih xi,x2,... ,xn za koje / ima vrednost 1 sledi da i g
ima vrednost 1

Definicija 4.55 Bulov izraz A (xi,x2,..., xn) implicira Bulov izraz B (xi,x 2, mmm, xn)
ako i samo ako funkcija f(xi,x2,... ,xn), koju odreduje Bulov izraz A, im-
plicira funkciju g(x\, x2, mmm xn) koju odreduje Bulov izraz B. Tada se kaze
daje A implikanta za B .

Ako elementarna konjunkcija C implicira disjunktivhu normalnu formu
D tj. C-\-D = D<=>C~.D, kaze se daje C impliknta za D.

Kako je DNF disjunkcija elementarnih konjunkcija, sledi da zbog idem-
potentnosti svaka elementarna konjunkcija implicira tu DNF. Na primer,
elementarna konjunkcija C = x'yz implicira disjunktivhu normalnu formu
D = xyz'+ xX'y'z + x'yz + x'y'z', tj. C = Xx'yz je implikanta za D =
Xyz'+ X'y'z + X'yz + x'y'z'. Sada se daje definicija kada implikanta C = x'yz
jeste prosta implikanta za D = xyz'+ x'y'z-\-x'yz+ x'y'z', odnosno za Bulovu
funkciju koju D odreduije.

Definicija 4.56 Elementarna konjunkcija C\ ukljucena je u elementarnu
konjunkciju C akko je skup monoma od C\ podskup skupa monoma aod C.

Definicija 4.57 Elementarna konjunkcija C je prosta implikanta Bulove
funkcije f akko C implicira f i ako ne postojf elementarna konjunkcija
ukljucena u C koja je razlicita od C i implicira f.
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Prosta implikanta Bulove funkcije / je elementarna konjunkcija s minim”~lnim
skupom monoma koja implicira Bulovu funkciju /.

Cesto Ce se poistoveéivati Bulov izraz sa funkcijom koju odreduje, ali ipak
treba imati na umu da to nije isto: beskonacno mnogo razliCitih Bulovih
izraza moze da odreduje istu Bulovu funkciju.

Kako se svaka Bulova funkcija moze predstaviti sa DNF, sledi da dehnicija
proste implikante za Bulovu funkciju jeste isto Sto i prosta implikanta za DNF
koja predstavlja (odreduje) tu funkciju.

Da bi se dehnisale minimalne disjunktivne normalne forme, u oznaci
MDNF, mora se prvo dati dehnicija kada se za DNF $1 kaze daje prostija
od DNF $2-

Definicija 4.58 DNF je prostija od DNF <2 akko je broj mono-
ma od $i manji ili jednak broju monoma od €2 * ako je broj elementarnih
konjunkcija od 45 maniji ili jednak broju elementarnih konjunkcija od $ 2, gde
je bar jedna od pomenutih nejednakosti striktna odnosno < .

Definicija 4.59 D NF Bulove funkcije f je minimalna akko ne postoji prostija
od nje koja odreduje istu Bulovu funkciju.

Teorema 4.60 Svaka elementarna konjunkcija minimalne disjunktivne nor-
malne forme (u daljem tekstu MDNF) jeste prosta implikanta te MDNF,
odnosno Bulove funkcije koju odreduje ta MDNF.

Dokaz: Neka je < MDNF Bulove funkcije /7 i neka je = C + D, gde
je C proizvoljna elementarna konjunkcija od $, a D disjunkcija (zbir) svih
preostalih elementarnih konjunkcija. Sve jednakosti Bulovih izraza koje ce
slediti, sugerisu jednakost funkcija koje one odreduju, paje jasno daje u tom
smislu i $ = /. Jasno je daje C implikanta za <tj. za /. Dokazace se da
je C prosta implikanta za /. Dokaz se izvodi kontradikcijom. Pretpostavlja
se da C nije prosta implikanta, tj. da postoji elementarna konjunkcija C\
takva daje skup monoma od C\ podskup skupa monoma odC, C\ ™ C i C\
implicira f. FaktiCki se pretpostavlia da je
C = CXC\ C\~C CQ\+f =f.

Prvo treba primetiti daje Cx+ C = C\+ C\C* = C\ (apsorpcija). Kako je
C\ = C\ + C, dalje sledi

A+ D=C\+C+D=C\+ $=C\Ff =f.
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Kako smo dobili da je C\ + D = /, to znaCi da je C\ + D disjunktivna
normalna forma funkcije / koja je prostija od C + D (skup monoma od Cj
je podskup skupa monoma od C i Cj ™~ C), Sto je kontradiktorno Cinjenici
daje C + D minimalna disjunktivna normalna forma.

Ova teorema je veoma znacajna jer ukazuje na postupak stizanja do
MDNF za neku Bulovu funkciju /, tj. treba pronaéi sve proste implikante
Bulove funkcije / i od njih odabrati Sto je moguce maniji broj tako da njihova
disjunkcija bude DNF koja odreduje ba$ tu Bulovu funkciju /.

Pokazade se postupak za pronalazenje prostih implikanti neke Bulove
funkcije pomoéu Karnoovih tablica, samo za funkcije s dve, tri i Cetiri neza-
visno promenljive. U tu svrhu evo nekoliko definicija.

Definicija 4.61 Sledeci Cetvorougli nazvace se osnovni Cetvorougli:

Definicija 4.62 Sledeci Cetvorougli nazvade se osnovni obelezeni Cetvorougli:
-k
k
k

Za svaku Bulovu funkciju /Z(x, y, z,u) popunjava se tablica

X X x' x

th
- C

c & C

y v vy
tako Sto se za svaku elementarnu konjunkciju SDNF-me te Bulove funkcije

/, obelezi njoj odgovarajuci kvadrati¢ u tabeli sa simbolom *. Na primer, za
funkciju
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X 1111 111100000000
y 11110000 11110000
z 1100 110011001100
u 1010 101010101010
fixyzu) 1 0 1 0 0 0 0 1 10 1 0 10 11

SDNF je f(X,y, z u) = xyzu + xyz'u + xy'z'u' + x'yzu + x'yz'u + x'y'zu +

x'y'z'u + x'y'z'u’ i posle obeleZavanja odgovarajucih polja dobija se tabela:

X X x' x'
z k k Kk u
V4 u'
z' k k u'
' & Kk XK u
y v vy

MoZe se zamisliti da je ova tabela od 4 x 4 = 16 kvadrati¢a nacrtana
na papiru koji se moze istezati i savijati. Prvo se taj papir istegli levo i
desno pa savije u omotac cilindra, zatim se cilindar istegli u pravcu njegove
ose simetrije, savije i sastavi u oblik torusa (automobilske gume). Sada se
iz spoljaSnjosti toga torusa posmatraju slike na njemu i traze maksimalni
osnovni obelezeni Cetvorouglovi.

Maksimalni obeleZeni osnovni Cetvorougao je osnovni obeleZeni Cetvorougao
kaji se ne sadrzi ni ujednom drugom osnovnom obelezenom Cetvorouglu.

Sada svakom maksimalnom osnovnom obelezenom Cetvorouglu jednoznacno
odgovara jedna prosta implikanta.

Cetiri obeleZena polja u uglovima ¢ine jedan maksimalni osnovni obeleZeni

Cetvorougao kome odgovara prosta implikanta yu.

Cetiri obelezena polja u preseku prve i Cetvrte vrste s poslednje dve kolone
¢ine maksimalni osnovni obeleZeni Cetvorougao —kome odgovara prosta

implikanta x'u.

Dva obeleZzena polja u preseku treée vrste s drugoni i trecom kolonom
¢ine maksimalni osnovni obelezeni ¢etvorougao 1 kome odgovara prosta
implikanta y'z'u’.
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I, na kraju, dva obelezena polja u preseku trece ko one s poslednje dve
vrste Cine maksimalni osnovni obelezeni Cetvorougao kome odgovara

prosta implikanta x'y'z".
Naravno, sve posmatramo na povrSini torusa pa se stoga ona Cetiri obelezena

polja u uglovima tabele na powrsini torusa vide kao

Kako u ovom primeru postoje samo Cetiri maksimalna osnovna obelezena
Cetvorougla, to postoje tacno Cetiri proste implikante Bulove funkcije / -
yu, X'u, y'z'u', x'y'z".

M D NF sada se dobija tako $to se uzme minimalni broj maksimalnih os-
novnih obeleZenih ¢etvorouglova (prostih implikanti) tako daje njima prekriveno
svako obelezeno polje (bar jednim od njih). Disjunkcija tih prostih implikanti
je trazena MDNF, tj. uovom primeru bi¢e samo jedna, i to yu+x'u +y'z'u".

Zadatak 4.63 Napisati SDNF, sve proste implikante i sve minimalne DNF
Bulove funkcije f definisane tabelom:

X11111111000O0O0O0TO0FO®O
y 1111000011110 0O0O00O0
z 11001 10011001100
u 1 0101 01010101010
f 000 01 1 0110100111

ReSenje: SDNF je
Xy'zu + xy'zu' + xy'z'ul + x'yzu + x'yz'u + x'y'zu' + x'y'z'u + x'y'z'u’.

Sve proste implikante funkcije / jesu. y'u’, Xxy'z, X'yu,x'y'z',x'z'u.

MDNF :y'u' + xy'z+ xX'yu + x'y'z' i yu'+ xy'z+ x'yu + x'z'u.
X X x' X'
z 'k wu
z X u'
Z' * * U'
z' * ¥ U
y y vy

Iz prethodna dva primera vidi se da broj minimalnih disjunktivnih nor-
malnih formi (M D N F) za neku Bulovu funkciju / moze biti 1ili 2. Ocevidno
taj broj moze biti i veci.
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Bulovi izrazi i Bulove funkcije veoma su znacajni zbog znacajne primene
u drugim naukama, na primer i u elektrotehnici, jer se svako prekidacko kolo
moze interpretirati Bulovim izrazom tako Sto paralelnu vezu dveju grana, x
i y predstavlja xVy, rednu (serijsku) vezu predstavlja x Ay i ~[x; znaci, ako
je prekidaC x zatvoren, onda je prekidaC ~\x otvoren i obratno.

llustrovace se na jednom primeru primena Bulovih funkcija.

Primer 4.64 Konstruisati elektricno kolo u kojem postoje jedna (ili viSe)
sijalica i tri nezavisna prekidaca, tako da ako tacno jedan prekidaC promeni
stanje, onda i sijalica promeni stanje.

Jasno je da prekidaC ima dva stanja, 0 ili 1, a sijalica takode dva stanja 0
ili 1 (iskljuCena ili ukljucena). Jasno je da ako tacho dva prekidaca promene
stanje, tada sijalica ne promeni stanje i ako tatno tri prekidata promene
stanje, tada i sijalica promeni stanje. Neka su x,y,z promenljive koje su
oznake za ta tri prekidaca, a f{x,y,z) oznaka za sijalicu. Zadatak je kon-
struisati (odrediti, napisati) Bulovu funkciju koja ima osobinu da ako tacno
jedna promenljiva promeni vrednost, tada i funkcija promeni vrednost, ako
taCno dve promenljive promene vrednost, tada funkcija ne promeni vrednost
i ako sve tri promenljive promene vrednost, tada funkc.ija promeni vrednost.

Da bi se napisala tablica te funkcije / pozeljno bi bilo da se uredene tro-
jke iz skupa {0, 1}3 =
= {(0, 0,0), (0,0,1), (0,1, 0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)} napiSu
tacno jedna ispod druge u osam vrsta i tri kolone, tako da se svake dve
susedne uredene trojke razlikuju na tacno jednom mestu. To se moZe dobiti,
na primer, obilaskom svih temena kocke (kroz svako teme tacno jedanput)
kre¢uci se neprekidno po ivicama te kocke i upisivanjem koordinata svakog
temena kocke kroz koje prodemo, gde je to kocka Cija temena ABCDA1BICID!
imaju za koordinate redom
0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (2,1,1), (0,1,1). U teoriji
grafova to se naziva Hamiltonov put, odnosno put koji prolazi kroz svaki
¢vor grafa tatno jedanput. Ako se krene od temena A(0,0,0), tada ce
to biti put ABCDDIiCiBiAi. Tada se u Cetvrtoj koloni piSe naizmeni¢no
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0,1,0,1,0,1, 0,1 i dobija se tabela trazene funkcije:

X y z f(x,y,2)
0 00 0

O R B OO KL B
© O Fr - P+ - O
P P PP PP OOOo
R O R, O PR OB

Sada je oCevidno da ova Bulova funkcija zadovoljava trazene uslove, pa je
time kreativni deo posla zavrsenT~"SUJTF~fel5viove'funkcije je f(x,y,z) =
Xy'z' + xyz + x'yzr+ x'y'z. 1z Karnoove tabele

X X x x
z * k
z' *

y vy vy

sledi daje ova SDNF i minimalna, pa se moze nacrtati elektricno kolo koje
je trazeno u zadatku:
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Figure 4.2:

Algebra



Poglavlje 5
GRUPOIDI | GRUPE

Definicija 5.1 Ako je * : A2 —+ A funkcija skupa A2 u neprazni skup A,
tada je * binarna operacija nepraznog skupa A.
4-j &

Prva binarna operacija s kojom se srefe joS u prvom razredu osnovne
Skole jeste operacija sabiranja + : N2 — N, koja svaki ureden par, Cije su
komponente prirodni brojevi, preslikava u neki prirodan broj. Na primer,
ureden par (3, 4) funkcijom (binarnom operacijom) + preslikava se u prirodni
broj 7, tj. +(3,4) = 7. Umesto oznake +(3,4) = 7 CeSCe se koristi oznaka
3+4=1. '

Definicija 5.2 Ako je * binarna operacija nepraznog skupa A / 0, tada
se ureden par (A, *) naziva grupoid.
2-N 4\P) f~1 &0 |

Zadatak 5.3 Da li su slede€i uredeni parovi grupoidi:

O(N ,+) m©(N.O £ N, ® (Z,-) (Z\{0)
@ Kk\{0},0 #({-1,0,1},-) @ ({-1,1},-) ({-1,0,1},+).
Rezultat

a) Dab) Dac) Ned) Dae) Daf) Neg) Ne h) Da i) Daj) Da k) Ne.

Kako je binarna operacija funkcija, to pravila o zapisivanju i zadavanju
funkcija vaze i za binarne operacije. Binarne operacije konacnih skupova
mogu se zadavati i takozvanim Kejlijevim tablicama. Kejlijeva tablica kona¢nog
grupoida (A, *) formira se na sledeci nacin. U gornjem levom uglu neke tabele
napise se simbol binarne operacije, zatim se svi elementi toga konacnog skupa
A napiSu u gornjoj vrsti te tabele u proizvoljnom poretku. Ta vrsta se naziva
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grani¢na vrsta. Zatim se u levoj koloni (granicnoj koloni) napiSu svi depienti
skupa A u istom poretku kao i u grani¢noj vrsti. U granicnoj vrsti elementi
se upisuju sleva nadesno, a u grani¢noj koloni od gore prema dole. Sada se
»rezultat” od o * b, gde je a u grani¢noj koloni a b u grani¢noj vrsti, upisuje
u preseku vrste desno od a i kolone ispod b, za sve a i b iz skupa A. Na
primer, grupoid ({-1,0,1},-), gde je operacija ®obicno mnoZenje u skupu z
(tj. njena restrikcija!), odreden je i tablicom

-1 0 1

-1 1 0 -1
0O 0 0 O
1 -1 0 1

Definicija 5.4 Grupoid (A, *) je
polugrupa (asocijativan) ako

(Vx,y,ze A) (x*y) *z=x*(y*2),

komutativan ako (Vx,y GA) x*y =y *X,
sa levim neutralnim elementom ako

(Be e A)(Vxe A) e*x =X

sa levim inverznim elementom ako

(Vxe A)(3x e A) x *x =e.

Uobicajeno je da se umesto grupoid ili grupa (A, *) kratko kaze samo grupoid
ili grupa A.

Definicija 5.5 Ureden par (A, *) je grupa ako postoji takav element e iz
skupa A da vaze aksiomi:

A\ (A, *) je grupoid (zatvorenost)
A2 Operacija * je asocijativna,

A3 (Vxe A) e* x =X (postoji levi neutralni element),
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A4 (Vx EA)(BX"EA) X" *x = e (postoji levi inverzni element), ,

i tada se ta grupa oznapava sa (A,*, ’,e). Grupa u kojoj vazi komutativni
zakon naziva se komutativna ili Abelova grupa. Skup A naziva se nosac grupe
(A, *. " e).

Ako je iz konteksta jasno da je e neutralni element grupe (A,*, ', e) ili je
dogovoreno da je neutralni element e idaje a inverzni za a, ta grupa se tada
oznaCava krace samo sa (A, *) ili, jo§ kraée, samo njenim nosatem A.

U daljem radu, ako se druk€ije ne kaZze, smatrace se da je e neutralni element
grupe.

U nekim udzbenicima, €injenica da je (A, +) grupoid iskazuje se tako Sto

se kaZe da je operacija (funkcija) + zatvorena u skupu A.
Cinjenica 5.6

(A, +) je grupa akko vazi l)zatvorenost, 2)asocijativnost, 3)posto-
janje neutralnog elementa, 4)postojanje inverznog elementa.

Zadatak 5.7 Ispitati da li su slede¢i uredeni parovi grupe: a) (N, +); ($])
(Z +); €>Q,+); @>(R, +);@ (¢, +); f) ({-2, -1, 0,1, 2}, +);

9) Z.-); h)y (N =) 1) (=) )) (Q =)W (Q\{0}, -);®(M\{0}, =);

(rep(c\{0}, -);(0)(Q+, -);("T(M+, =), gde su+, —i- operacije sabiranja, oduz-
imanja i mnozenja u skupu prirodnih (N), ceUh (Z), racionalnih (razlomaka)
(Q), realnih (r), pozitivnih racionalnih (Q+) itd.

Reéenje a) (N, +) je polugrupa bez neutralnog elementa, znaci nije grupa;
b) (Z, +) jeste grupa jer je (Z,+) asocijativni grupoid, nula je neutralni ele-
ment, a inverzni za Kje —K; ¢), d) i e) analogno kao pod b); f) ({—2, —1,0,1, 2}, +)
nije grupa jer nije ¢ak ni grupoid poSto + nije binarna operacija skupa
{—2, —1,0,1, 2}. Na primer, 2+ 1 = 3, §to znaCi da + nije funkcija koja pres-
likava kvadrat toga skupa u taj skup, ve¢ u skup {—4, —3, —2, —1,0,1, 2, 3,4};
g) (z, —) jeste grupoid, ali nije asocijativan stoga 3§to, na primer ((—2) —
(—3)) — 4) ~ (—2) — ((—3) — (4)); h) (N, e jeste polugrupa s neutral-
nim elementom, ali ne postoji inverzni element za svaki element, na primer
(Vn 6 N)2 en / 1; i) Isto kao i (N, ®); j) (Q, = jeste polugrupa s neutralnim
elementom 1 i svaki x E Q ima sebi inverzni } G Q izuzev nule, te samo zato
(Q, =) nije grupa; k) (Q\{0}, ® na osnovu prethodnog razmatranja i teoreme

5.24 ocevidno je grupa, a i preostali uredeni parovi su grupe.
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Teorema 5.8 Ugrupi (A, *) levi inverzni elementje i desni inverzni element
i jedinstven je, a levi neutralni element je i desni neutralni i jedinstven je.

Teorema 5.9 U grupi (A, *) levi inverzni element je i desni inverzni element i naziva se inverzni ele-
ment.

Dokaz Nekaje x" levi inverzni element za x i xn levi inverzni element za x', tj. x**x N e ix"*x" N e,
Tadaje x * x' "= e* (x*x") "= (x" *x") * (x *xf) =x"* ((xf*x) *x') =x"* (e*x’) Az e. O
Iznad svake jednakosti piSu se aksiome, teoreme ili definicije zbog kojih je jednakost ta¢na.

Teorema 5.10 U grupi (A, *) levi neutralnije i desni neutralni i naziva se neutralni element.

i 4.6.
Dokaz x * ¢ & x*'(x*x)\é\ (X*x)*x = e*x L2, b

Teorema 5.11 Neutralni element je jedinstven.

Dokaz Pretpostavimo dasu e\ i e” neutralni elementi. Tadaje e\*e™ —e\ jer je e2 neutralni element
iei*e2 =e2jerjeei neutralni element, pa sledi ei = e2- O

Teorema 5.12 Inverzni element u grupi (A, *) je jedinstven.
Dokaz Nekasu a' i a" inverzni elementi proizvoljnom elementu a iz A. Tada je
/ 5.10 «>59 _/ \ AN f A2
al 520 ko Bk cax a2 (drafrat™ e r2 gy

Teorema 5.13 Za svaki element a grupe (A, *) je (a")" =

Dokaz

o

2% axe®Tar (@ @)Y 2 araYr @) Fer @V @Y. O
Teorema 5.14 Ugrupi (A,*) zasve a,b e A vazi

a) (a*b)=Db*a,

b) jednacine a* x = b ix * a = b su jednoznacno reSive u skupu A.

Dokaz

a) (a*@*(b'*a') =a*((b*b)*a’) =2a*(e*a’) =a*ra e odakle je (a*b)" = b' *a*, zbog
A3,59i5.12

b) Dokazati samo za prvu jednacinu, jer je za drugu dokaz sli€an. Iz te jednakosti sledi da je a* *(a*
Xx) = a'*b, a odavde zbog asocijativnosti i aksioma o levom neutralnom i levom inverznom elementu
sledi x = a' *b. Ovim je dokazana egzistencija (postojanje) reSenja. Dokazati kontradikcijom
jedinstvenost reSenja. Pretpostavimo suprotno, tj. da jednacina ima bar dva razliita reSenja, x\
i X2- Tadaiza*x\ = bia*X2= b, kao i kod dokaza egzistencije, sledi X\ = a"*bi X2 = a'*b
tj- = X2, §to je kontradikcija s pretpostavkom da su x\ i X2 razli¢iti. O
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Teorema 5.15 U grupi (A, *) vaZi zakon kancelacije odnosno skracivanja
(Va,bcEA) (@*b=a*c=Db=¢),
(Va,b,ce A) (b*a=c*a=b=c).

Dokaz a*b=a*c =la'*(a*bh)=a"*(a*c) (@**a)*b=(@"*a)*c™Ne*b =e*c=£b =c. O

U slucaju asocijativnosti operacije, nema potrebe stavljati zagrade. Ako
se za simbol operacije grupe umesto * uzme < tada se grupa (A, 9 naziva mul-
tiplikativna grupa. U multiplikativnoj grupi neutralni element se oznacava
sa 1 (ili e) i Citamo ,,jedinica grupe”, a inverzni element za x oznaCava se sa
x~1. Umesto x ey pisatemo xy. U multiplikativnoj polugrupi (G, ® definiSe
se rekurzivno an za svako nENna slede¢i nain: al= a i aml = ana
Ako je (G, 9 grupa, tada se ova definicija proSiruje za sve cele brojeve, tj.
a° = eia-n= (a_l)nzasvakon E N Ako se za simbol operacije grupe uzme
+, tada se grupa (A,+) naziva aditivna grupa. U aditivnoj grupi neutralni
element oznaCava se sa 0 i Cita' ,,nula”, doTTke inverzni element elementu
x 0znaCava sa —x i Cita se ,,minus x”. U aditivnoj polugrupi definiSe se
rekurzivno na za svaki prirodni broj n i svako a iz polugrupe sa: la = a i
(n+Da = na+a . U aditivnoj grupi ova se definicija moze proSiriti na sve cele
brojeve sa:. OCa= 0 i (—n)a = n(—a) za svako n E N. Analogno i grupoidi
(A, 9i (A, +) nazivaju se multiplikativni grupoid odnosno aditivni grupoid.
Nazivi multiplikativna i aditivnha govore samo o odabiru oznaka (simbola) za
operacije, neutralne i inverzne elemente i nemaju drugo znacenije.

Definicija 5.16 Grupoid (H, ® je podgrupoid grupoida (G, ® akoje H C G
i operacija miz (H, ® je restrikcija operacije miz (G, m).

Definicija 5.17 Neka su (H, ® i (G, ® grupe. Tadaje (H, < podgrupa grupe
(G, » ako i samo ako je H C G i operacija miz (H, ® je restrikcijaToperacije
miz (G, 9

Teorema 5.18 Neutralni element grupe (G, ® jeste i neutralni element svake
njene podgrupe (H, ).

Dokaz. Kako je H ™ 0, to postoji x E H. Ako je e\ neutralni element iz
(H, =), tada je xei = x i ako je e neutralni element iz (G, ), tada je i xe = x.
Dalje iz xei = x i xe = x sledi xei = xe, a odavde zbog zakona kancelacije
5.15 sledi da je e\ = e.

Treba primetiti da je operacija =iz (G, 9 funkcija koja preslikava G2 u
G, dok je operacija =iz (11, ® funkcija koja preslikava H1 u H. One nisu
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identiCne, ova druga je restrikcija one prve, a obelezavaju se istim simljolorn
jer zabuna nije moguca. Odnosno, iz konteksta ¢e uvek biti jasno o kojoj je
operaciji rec.

Na primer, grupa ({1,-1},-) podgrupa je grupe ({1, —1, i, —z}, =), grupa
«;+) je podgrupa grupe (R, +) itd.

Uobicajeno je da se umesto grupa (G, 9 kaze samo grupa G ako je iz
konteksta jasno o kojoj je operaciji reC i ko je neutralni element e te
grupe. Drugim reima, utom slucaju, grupa (G, 9tj. (G, =€) odnosno
(G, =", &) oznatava se samo njenim nosatem G.

Teorema 5.19 Nekaje (G, =€) grupa. Skup H je nosac neke podgrupe grupe
(G, -,e) ako i samo ako je H podskup od G i za svako x iy iz skupa H vazi
da xy ix~x pripadaju skupu H tj.

(Wt/6 H) xyeH ix_1leH.

Dokaz (+>) Ovaj smer je neposredna posledica definicije podgrupe.

(4=) Treba dokazati da je (H,-,e) grupa, gde je operacija =iz (H,-,e)
restrikcija operacije =iz (G, <e) i daje e iz (H, me) isti onaj e iz (G, =e).

Iz uslova (Vx,y GH) xy e H sledi daje (H, ® asocijativni grupoid, gde
je, naravno, operacija =iz (H, ® restrikcija operacije «iz (G,-,e). Ostalo je
jos samo da se proveri da li neutralni element e iz (G, <€) pripada skupu H.

Neutralni element e grupe (G,-,e) pripada skupu H. jer ako bi se u
uslovima (jdx,y G H) xy EH i x 1 G H uzeloy = x~I, dobilo bi se
xx_1 = e E H. Taj neutralni element e iz G jeste neutralni za grupoid
(grupu) (H, =), jer je neutralni element u grupi jedinstven. Videti teoremu
5.11.

Definicija 5.20 Funkcija f : G —aH homomorfizam je grupoida (G, *) u
grupoid (H, o) ako

(Vx,ye G) f(x *y) = f(x) of(y).

Definicija 5.21 Bijektivni homomorfizam naziva se izomorfizam.

Izomorfizam grupoida u samog sebe naziva se automorfizam. Sirjektivni
homomorfizam je epimorfizam, a injektivni homomorfizam - monomorfizam.
Homomorfizam grupoida u samog sebe naziva se endomorfizam. Za grupoide
(grupe) kaze se da su izomorfni ako postoji bar jedan izomorfizam koji pres-
likava jedan grupoid (grupu) na drugi grupoid (grupu).
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Na primer, funkcija /7 : z — {1,-1 definisana sa f(k) =f ik epi-
morfizam je grupe (Z +) i grupe ({1, -,i, —}, ). Logaritamska funkcija,
bijekcija, log : R+ —» R izomorfizam je grupa (K+, 9 i (R, +).

Teorema 5.22 Ako je f izomorftzam grupoida (G, *) u grupoid (H, o),
je i f~1 izomorfizam grupoida (H, o) u grupoid (G, *).

Dokaz Kako je 7/ bijekcija skupa G u skup H, to je i f~1 bijekcija skupa
H u skup G, pa za sve x,y £ G postoje X\y\ 6 H takvi daje x = /_1(xi)
V= Uvrscivanjem u f(x *y) = f(x) of(y) dobija se f(f~x(xi) *
f~1{yi)) = f(f~x(xi)) of{f~\yi)) odnosno sledi f(f~I(xi) * f~1(yi)) =
Xi oyu a primenom funkcije f~1 sledi f~1(xx) * f~1(yi) = f~1(xxo0yx), tj.
/ ~I je izomorfizam.

jemaptr?” Neka je funkcija f homomorfizam grupa (Gx,*) i (G2,°) i neka
su ei ie2 neutralni elementi tih grupa. Tada je f(ei) = e2.

et: {(4- @
Dokaz Za svako x iz Gi vazi

Xx* ei = x =+ f(x-keft)y = f(x) +> f(x) of(ex) = f(x) +> f(ex) = e2. O

NHaje (A, *) polugrupa s neutralnim elementom i neka je
B podskup od A onih i samo onih elemenata koji imaju sebi inverzne u skupu
A. Tadaje (B,*) grupa, gdeje * iz (B,*) restrikcija operacije * iz (A, *).

Teorema 5.25 Ako su grupoidi (G/,+) i1 (G2,-) izomorfni, tada:

a) Ako u Gi postoji neutralni element, onda mora postojati i « G 2 neu-
tralni element i tim izomorfizmom neutralni element se preslikava na
neutralni element.

b) Ako je (Gi, +) asocijativan, onda je i (G2, 9 asocijativan. Isto vaZi i
za komutativnost.

c) Ako Gi ima neutralni element i ako je & G Gi inverzni za a G Gi,
onda je f(a') inverzni za f(a), gde je f izomorfizam tih grupoida.

Dokaz
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a) Neka je e\ neutralni element iz G\ odnosno ,
(V«! GGi) ei+ ai=ai+ei=a
tada je f(ex+ ax) = f(ax+ ex) = /(ax) ekvivalentno sa
f(ei) =f(a\) = /(ai) =/(ei) = /(ai). Kako je / bijekcija, onda ako ax
»prode” kroz ceo skup Gi, f(a#) ,,pro¢i” ¢e kroz ceo skup G2m Prema
tome, f(ei) = e2je neutralni element u G2.

b) @+ b+c=a+ (b+c) <= f(a+ b)mf(c) = f(a) mf(b+c) <
<t (/(a) =/(b)) =/(c) = /(a) =(f(b) =/(c)) zbog izomorfnosti funkcije
/. Analogno se dokazuje i za komutativnost.

c) Nekaje a+ a= a+ a = ei, gde je ex neutralni element iz Gx. Tada
.iz jednakosti f(a'+ a) = f(a + a') = f(ex) sledidajei f(a')-f(a) —
f(a) =f(a') = e2. Znaci, ako je a' inverzni za a, onda je f(a') inverzni
zaf(a). O

Iz svega ovoga sledi da ako je grupoid (G/,+) izomorfan grupi (G2,-),
ondaje i (Gi, +) grupa.

Naravno, vazi i mnogo vise, to jest ako su dve algebarske strukture izomorfne,
tada svi zakoni koji vaze ujednoj, vaze i u drugoj algebarskoj strukturi. Tada je
uobicajeno da se ielementi njihovih nosaCa obelezavaju istim simbolima odnosno
na neki nacin se identifikuju, iako su to u sustini razliCiti matematicki objekti.

Zadatak 5.26 Nekaje f : R2 - 1 2 funkcija koja preslikava skup svih uredenih parova realnih brojeva
u samog sebe definisana izrazom f(x, y) = (ax + by, cx + dy), gde su a, b, ¢, d dati realni brojevi. Za koje
je vrednosti realnih parametara a,b,c i d funkcija f je:

a) injektivna, b) sirjektivna, c) bijektivna, d) ima inverznu / -1 i odrediti je,

e) takva da ureden par A{/:RZ —R2]/(x,y) = (ax tby, cx +dy)}, oj jeste grupa.

ReSenje: a) ad —bc 0. b) ad —bc” 0. c¢) ad —bc 72 0.
d) f-\'x,y) = jerje /(/-*(*,Vv)) = (*,Vv) «) ad - bc jt 0.
Primer 5.27

Neka je funkcija fa WR2 —R2 definisana sa fa(x,y) = (0, —ax + ay) i neka je
F = j/a:R2 —=R2\fa(x,y) = (0,-ax + ay) AasR\{0})

a) Da lije fa funkcija za svako a 6 R?

b) Da lije fa injektivna funkcija za svako a € R \{0}?

c) Da lije fa sirjektivna funkcija za svako a £ R \{0}?
d) Da lije fa bijektivna funkcija za svako a £ R \{0}?
e) Dalije (+ +) grupa, gdeje (fa+ Z()(*,y) ‘= fa(x,y) + fb(x, y)7
f) Da lije (F, o) grupa, gde je o kompozicija funkcija? (fa ofb)(x,y)=!
h) Da lije [!F.0) izomorfno sa grupom (R \{0}, *)?
i) Da lije (!F, +) izomorfno sa grupom (R, +)?

Videti 15.5 i 15.6
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Primer 5.28 Da lije ({/o,7i, /2,f3,fi, /s}, °) g'rupa, gde su funkcije p : R3 — M3 defmisane jed-
nakostima fO(x,y,z) = (x,y,z), fi(x,y,z\ = (y,z,x), f2(x,y,z) = (z,x,y), f3(x\y,z) = (x,z,y),
fi(x,y,z) = (y.x,z), f3(x,y,z) = (z,y,x). Staje geometrijska interpretacija za ft?

Primer 5.29 Neka su funkcije / : K2 —»R2 i g,h : M3 —mK3 definisane izrazima f(x\,x2) =
(AX\ —5x2,2xi + 7x2), h(xi,x2,x3) = | (—2x2 —2x3,2xi + x3,2x\ —x2)

i g(xi,x2,x3) = (5xi + 6Xx2 —6X3,—8X1 —11X2 + 12X3, —4Xi —6X2 + 7x3),

a) Odrediti (f of)(xi, x2). Videti 15.5. b) Odrediti g(1,1,1) i g(5, —7, —3).

c) Odrediti (gog)(xi,x2,x3). d) Odrediti < 1 (x\,x2,x3).

e) Odrediti (g ogo_... 09)(x\,x2,x3) d= gC2000%xi,x2,x 3).

2009
f) Odrediti h& = hoh i h3" = hohoh ipokazati daje +3) = —h,
hw = 2), h& = h, = +h, +4fc) = -h& i + 4fc+2>= h(2\

g) Da li medu funkcijama h, h(2\ —h, —+ 2) postoji identi¢ka funkcija?
h) Da lije ({h, h(2\ —h, —*+ 2)}, 0) grupoid i da lije grupa?

i) Da lije ({i™, h, h(2\ —h, o) asocijativni grupoid sa neutralnim
elementom i da li je grupa, gde je i™ identicka funkcija?

j) Da lije ({id,g},°) grupoid i da lije grupa?

k) Da lije ({h, /t®, —h, —h(2'>},0) podgrupa od ({f\f :R3 —R3}, 0) ?
) Da lije ({h, h(2\ —h, —+ 2)}, 0) izomorfno sa grupom iz 5.42.

Definicija 5.30 Neka su (G, < grupoid i p relacija ekvivalencije definisana
u skupu G. Tada je relacija p kongruencija ako

(WX, y,u,v GG) (xpu Aypv)=> Xypuv.
Zadatak 5.31 Relacija = m definisana u skupu celih brojeva z sa
MZ.y €z) (x=my m\x —y)

Sto se obi¢no oznaCava i sa x = y (mod m) i Cita se ,,x je kongruentno sa
y po modulu m ”, odnosno x iy imaju iste ostatke pri deljenju sa m, jeste
kongruencija grupe (Z, -f) ijeste kongruencija polugrupe (zZ, ). Dokazati.

ReSenje Relacija =m jeste ekvivalencija kao Sto je pokazano u 2.16, a
jeste kongruencija u grupi (z, +) zato Sto

(X =,, YAUu=mvVv) = (M\X —y Am\u —Vv) = m\(X + u) —(y + v) =

X+U=my+ V.

Relacija =mjeste i kongruencija u (z, 9 stoga sto

X =myAu=mv) = (M\X—y A m\u—Vv) 3> (mM\xu —yu A m\yu —yv)
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= (M\Xu —yv) => (Xu =myv)

Faktor skup z/ =m oznaCavacde se sa zm i kako je svaka klasa iz zm jednozn-
actno odredena bilo kojim svojim elementom, predstavnikom (teoreme 2.14. i
2.15), to Ce se za predstavnika klase uzimati najmanji nenegativan ceo broj,
odnosno

Ako je p kongruencija grupoida (G,-), tada se posmatra faktor skup G/p
(definicija 2.13). Da li se u skupu G/p moze definisati takva binarna operacija
* da bude Cx * Cv—Cz ako i samo ako je xy u relaciji p s elementom zlI
Sledecéa teorema daje odgovor na ovo pitanje.

Teorema 5.32 Neka je p kongruencija grupoida (G, m). Tada jednakost
Cx*Cy = Cxy,gde sux iy izG aCx, Cy i Cxy iz G/p, definiSe binarnu
operaciju * u skupu Gjp odnosno (G/p, *) je grupoid.

Figure 5.1

Dokaz Treba proveriti da li * jeste funkcija koja paru (Cx, Cy) pridruzuje
Cxy, tj. da li par (Cx,Cy) moze da se preslika sa * i u neki element razlicit
od Cxy, jer ako uzmemo u e Cx i v G Cy, tada je zbog 2.13. i 2.14 (Cx,Cy) =
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(Cu, Cv). a pitanje je da li ¢ée biti i Cxy = Cuv? Odgovor je potvrdan samo
zato Sto je p kongruencija pa vazi:
(cx,cy) = (cu,cv) = (Cu=cxAcv=Cy) 2da

S (upx Avpy) e uv p xy 2 cw= Cxy. O

Definicija 5.33 Ako je H podgrupa grupe G i x proizvoljni element iz G,
tada xH = {xh\h E H }.

Teorema 5.34 Ako je H podgrupa grupe (G,< i p relacija definisana u
skupu G sa
(VX,y EG) (xpy o x~lyE H),

tada p jeste relacija ekvivalencije.

Dokaz Refleksivnost relacije p sledi iz
XpX<>x~IXEH e E H,

Sto je tacno jer je H podgrupa, pa joj pripada jedinica e. Simetricnost sledi
iz
XxXpy X~lyEH <>(x~ly)~lEH y~xx E H Y p X

Tranzitivnost sledi iz
xpyf\ypz = (x lyEHf\y IzEH) = (X ly)(y @) EH =

A((UV*D)2)EH = x~l(ez) EH = EH = xpz O

Kolic¢nicki skup G/p obelezava se i sa G/H.

Teorema 5.35 Klasa ekvivalencije Cx iz G/p, gde je p RST iz teoreme
5.34, poklapa se sa xH = {xh\h E H}.

Dokaz Cx= {a\x pa Aa EG} = {a\x~aE H f\a E G} =
{a\3h EH x~la=hAa EG}={a\3hEH a=xh AaEG) =
{a\a E xH f\a E G} = {aja E = xH na osnovu definicija 5.33 i 2.13.
O

Kako su xH klase ekvivalencije za svako x iz grupe G, to su zbog teoreme
2.15. G = (jxeGxHi (xH = yHW xH nyH = (/).
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Teorema 5.36 Ako je H podgrupa grupe (G,e), tada za svaki element x iz
G vazi
Card{xH) = Card{H),

to jest xH i H imaju isti broj elemenata.

Dokaz Konstruisace se jedna bijektivna funkcija / skupa H u skup xH i
time ¢e dokaz biti zavrSen. Ta funkcija / moZe, na primer, da bude funkcija
definisana sa

(Vi E H) f{h) = xh {xje fiksni elemenat iz G).

Funkcija / je injektivna jer iz f{h\) = f{h2) sledi da je xh\ = xh2 odnosno
hi = h2 za sve h\ i h2 iz H, jer vazi zakon kancelacije 5.15 Za svako xh iz
xH postoji h e H takav daje f{h) = xh, paje funkcija / sirjektivna. 0O

Teorema 5.37 (Lagranz) 1 Ako su G konacna grupa i H podgrupa od G,
tada je broj svih elemenata grupe G deljiv brojem svih elemenata podgrupe H
i broj jj naziva se indeks grupe G po podgrupi H.

Dokaz Neposredna posledica teorema 5.35. i 5.36. O

Teorema 5.38 Neka je a proizvoljni element konacne grupe {G, m. Tada je
H = {an\Wne N} podgrupa grupe G.

Dokaz Kako je ae G, tojeian=g=a ..<a £ G ikakoje G konacCan

skup a N beskonacan skup, postoje takvi razli¢iti prirodni brojevi, m i k (na
primer, nekaje m = k+ s, gdeje sEN) daje am= ak, tj. ak+ts = ak. Odavde
zbog kancelacije 5.15 sledi daje as = e. Nekaje | najmanji element nepraznog
skupa (sJas = e As e N}. Sada je jasno daje H = {e, a a2,..., a,_1}, tj.
Card {H) = L. Inverzni element za aT{r < 1) je al~r i inverzni za e jeste e.
Zatvorenost operacije mu skupu H ocevidna je, pa zbog teoreme 5.19 sledi
daje {H, ¢ podgrupa grupe (G,=. O
Grupe kao §to je {H, 9 nazivaju se cikli¢ne grupe.

Defmicija 5.39 Red elementa a grupe {G, ® najmanjije prirodni broj | (uko-
liko postoji), za koji je al = e, gde je e jedinica grupe G. Red konacne grupe
G je broj elemenata grupe G.

1J). L. Lagrange (1736 —1813)
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1z 5.38 i 5.39 sledi da je red elementa a konacne grupe (G, ™ jednak broju
elemenata njene ciklicke podgrupe H = {an\n G N}.

Posledica 5.40 Ako su (G, ® konacna grupa reda n i a proizvoljni element
iz G, tadaje red | elementa a delitelj reda grupe, odakle dalje sledi an = alk =
(ahk=ek=e.

Teorema 5.41 Svaka grupa (G, s izomorfna je nekoj podgrupi grupe per-
mutacija skupa G. Videti 3.26

Dokaz Lako se proverava da funkcija oa: G —G definisana sa
*) (VxGG) oa(x) =ax, aEG

jeste bijekcija, to jest permutacija skupa G. UoCimo sada skup svih per-
mutacija skupa G koje su oblika (*) i oznaCimo ga sa H odnosno

H = {oa\m: G }rr/l\)G AaE GA (Vr GG)oa(x) = ax}.
Lako se pokazuje da (H, 0) jeste grupa, gde je o operacija kompozicije funkcija.
Da bi se dokazalo da su (G, ™ i (H, 0) izomorfni, mora se konstruisati (defin-
isati) neka funkcija ip : G — H koja ¢e biti bijekcija i homomorfizam, odnosno
izomorfizam. Neka je funkcija ip : G —H definisana sa

(VaE G) ip(a) = oa

Funkcija ip je injektivna jer za sve p i q iz G vazi ip(p) = ip(g) = op =
ogq => (Vx G G)op(x) = og(x) = (Vx G G)px = gx =>p = . Sirjektivnost
sledi iz Cinjenice da za svako oa G H postoji takav a G G da je ip(a) =
oa. | konactno, dokazimo joS da je ip homomorfizam. Treba dokazati da je
ip(ab) = ip(a) o ip(b), odnosno zbog definicije funkcije ip svodi se na to da
treba dokazati da je oa, = oao oi,. Jednakost ovih dveju funkcija oabi oao ai,
koje oCevidno imaju isti domen G, dokazace se tako Sto ¢e se proizvoljni x
iz G preslikati i jednom i drugom funkcijom i konstatovati da se dobija isti
rezultat.

Oab(z) = (ab)x = a(bx) = oa(bx) = oa(ob(x)) = (oao ob)(x). O
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Koris¢enjem prethodne teoreme dokazati da je ({x,Yy, z}, 9 grupa ako je op-
eracija =definisana tablicom

N < X
N< X X
X N< <

z
z
X
y

Zadatak 5.42 Dokazati daje ({1, —1,1, -i}, ® komutativna, Abelova grupa
a ({1, -1), 9 njena podgrupa, gde je erestrikcija mnozenja u skupu komplek-
snih brojeva.

ReSenje Operacija skupa {1,-1,%—i} jeste restrikcija operacije skupa
kompleksnih brojeva jer je proizvod svaka dva elementa iz tog skupa element
iz tog skupa. Operacija je asocijativna i komutativna u celom skupu kom-
pleksnih brojeva pa mora biti i u svakom njegovom podskupu. Neutralni
elementje 1, ainverznisul' =1, ()= —,i"'= —, {H)' =i

Zadatak 5.43 Dokazati da je {{p\pn = 1 Ap G C}, 9 Abelova grupa, gde je
n fiksni prirodan broj a operacija mrestrikcija mnozZenja u skupu c.

‘ ‘ " £(0,1)
Zadatak 5.44 Dokazati daje {A, 9 Abelova grupa, gde je A = {exI\x G K}
a operacija mrestrikcija mnozenja u skupu ¢ (kompleksnih brojeva).

ReSenje {A, @ jeste grupoid jer je =i operacija skupa A zato Sto je

_ e(x+ty)i za prcizvoljine x iy iz A. MnoZenje u skupu c je asocija-

tivno i komutativho pa je onda takvo i u skupu A. Neutralni element je
e’l = 1 a inverzni za exi jeste e~xl.

Zadatak 5.45 Nekaje A = <Q\—1} i nekaje * binarna operacija definisana
uskupu Q saa*b= a+ b+ ab, odnosno pomocu sabiranja i mnoZenja u
skupu racionalnih brojeva Q. Da Uje (A, *) grupa?

ReSenje Prvo treba dokazati daje (A, *) grupoid, odnosno da je * bina-
rna operacija i za skup A. Jasno je daje a*bGc Q zasvakoaibizqQ idaje
a* bjednoznacno odreden element zbog jednoznacnosti operacija sabiranja i
mnoZzenja u skupu Q. Treba, medutim, proveriti da lije a* b G A za svako a
i biz A, odnosno ako su a i brazli¢iti od —1, da li moze biti a+ b+ ab= —1?
To se ne moze desiti, jer ako je a+ b+ ab= —l ondaje a(l + b) = —(1 + 6),
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a posto je b~ —1, sledi da je a = —1, Sto je kontradikcija, s tim Sto su a
i brazliciti od —1. Znaci, (A *) jeste grupoid. Operacija je asocijativna,
Stoslediiz (@*b)*c= (a+ b+ ab)*c=a+ b+ ab+c+ ac+ bc+ abc =
atb+c+bctab+ac+abc=a*{b+c+ bc) =a*(b*c). Pronadimo
da li postoji takav e£ A daje e*a = a za svako a £ A Kako je

e*a = a<+e +a+ ea = a<+>e(l +a) = 0 e = 0, to jelevi neu-
tralni element O, jer je oCigledno 0 * a jednako a za svako a £ A. Da li za
svaki a £ A postoji takav &' £ Adaje a*a= 0? Kako je a”™ —1, imamo

a*a=20 a'+a+aa=0<¢>a = jjf i posto je —fjj "™ —1 za svako
af A, toznaCi daje —f™ £ A i daje —f™ levi inverzni element za a

Zadatak 5.46 Dokazati daje (A,*) grupa, gde je skup A = {(a, h)\a £ QA
5£ QAa ~ 0} a* binarna operacija skupa Q2 definisana sa: (a, b) * (c, d) =
(ac,ad + b), odnosno pomocu sabiranja i mnoZenja u skupu racionalnih bro-
jeva Q@

ReSenje Prvo treba ispitati da li je * binarna operacija skupa A, odnosno
dalije (ac,ad + b) £ A za svako (a, b) i (c,d) iz A. Ocigledno je to tatno,
posto su a i ¢ razliCiti od nule, onda je i ac 7°0. Znaci (A, *) jeste grupoid.
Asocijativnost sledi iz. ((a,b)*(c,d))*(e, f) = (ac,ad+b)*(e, f) = (ace,acf+
ad+ b) = (a b)*(ce,cf+d) = (ab* ((cd* (e /). Ispitati da li postoji
levi neutralni element. Ako je to (x, y), onda mora biti (x,y) * (a,b) = (a, b)
za svako (a, b) £ A. Odnosno, (xa, xb+y) = (a b) xa=aAxb+y=b<tt
x=1Ab +y=DbAAx = Ay = 0. Znati, (1, 0) je levi neutralni element.
Ispitati da li svaki (a, b) £ A ima sebi levi inverzni element s obzirom na levi
neutralni element (1,0). Odnosno, (x,y) * (& b) = (1,0) <> (xa,xb +vy) =
(1,0) s=xa = IAxb + y = 0<+zx = j Ay = —. Znaci, za proizvoljni
(a b) £ A levi inverzni element je Q, —) £ A zbog j 770, te je stoga (A, *)
jeste grupa.

Zadatak 5.47 Ispitati grupoid (Q2,*) gde je * definisana sa
(@ b) * (c,d) = (ac, bc + c + d)

i pronaci koje elemente treba izbaciti iz skupa Q2 (minimalni broj) da bi pre-
ostali skup imao strukturu grupe u odnosu na *.

ReSenje (Q2,*) jeste asocijativan grupoid stoga Sto su (Q2,+) i (Q2,-)
grupoidi i ((a, b)*(c, d))*(e, f) = (ac, bc+c+d)*(e, f) = (ace, bce+ce+de+e+
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f) = (a,b)*(ce,de+ e+ f) = (a,b)*((c,d)*(e, /)). Levi neutralni elempnt je
(1, —1) koji je ocigledno i desni neutralni element. Inverzni element za (a, b)
je (i, —1 —Lti) ako je a 0. Prema tome, inverzni element ¢e postojati
sarno za one parove Cija je prva komponenta razliCita od nule. Znaci, (Q2,*)
nije grupa, ali

(Q2\{(0,x)]x E Q}, *), zbog teoreme 5.24 jeste grupa.

Zadatak 5.48 Dokazati da je ((—],f) ,*) grupa, gde je * definisana sa
a*b = arctg(tga+ tgh) zasvakoa ibiz ( f;f)-

ReSenje Iz definicija funkcija tg i arctg sledi da je
((—F,f) >) gruP°id- Asocijativnost sledi iz (a*b)*c = arctg(tg a+tg b)*c =
arctg(tg(arctg(tga + tg b)) + tgc) = arctg(tga + tgb+ tgc) = arctg(tga +
tg(arctg(tg b+ tgc))) = a* arctg(tgb+ tgc) = a* (b* c). Ako postoji levi
neutralni element x, onda mora biti:

X *a= a<earctg(tg m+ tga) = a<+>tg:rr + tga = tga+~tg:r = 0<+>r = 0,

zbog injektivnosti funkcije tg nad domenom (—], |). Znaci, 0 je levi neu-
tralni element (istovremeno i desni), a levi inverzni element za x je —x (is-
tovremeno i desni), Sto se jednostavno dobija i dokazuje.

Zadatak 5.49 Dat je skup A = {a + 6\V2]aE QADE Q}.

a) Koji su od slededih iskaza tacni: 0 E A, 2\V2 E A, -5 EA, 1E A,
2-V2EA, VZeA,|i-V3eA?

b) Da li su uredeni parovi (A,+), (A 9 i (A\{0}, 9 grupe?

ReSenje

a) 0= 0+ 0y/2, 2V2 = 0+ 2V2, -5 = -5 + 0y/2, 1 = 1+ 0y/2,
2—y/l2 = 2+ (—1)\/2. Prema tome, samo poslednja dva iskaza su netacna.

b) (A, +) jeste grupoid stoga Sto je (a + bV2) + (c+ dV2) = (a+ ¢) +
(b+ d)V2 E Ajer ako su a, b ¢, diz Q ondasuia+cib+dizQ
Asocijativnost i komutativnost su o€igledne jer je A podskup skupa R realnih
brojeva. Neutralni element je 0, a inverzni element za a + by[2 je —a +
(-b)V2 E A. Prema tome, (A, +) je Abelova grupa. (A, ® jeste grupoid
stoga Stoje (a+ bV2)(c+ dy/2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)V2 E A, jer sabiranje
i mnoZenje u skupu Q ne izvodi iz Q. Asocijativnost i komutativnost takode
su ocigledne, a neutralni element je 1. Element 0 nema sebi inverzan element,
pa (A, 9 nije grupa. Ako je a+ 6\/2 E A\{0} i njemu inverzni x + yV 2, onda
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je (a+ by/2)(x+ yV2) = 1+ 0y/2, odakle sledi daje x = a&2"22 iy =2 a2l A2
A kako su a i bracionalni brojevi od kojih je bar jedan razli¢it od nule, onda
je ia2—2b2/ O0jer, kad bi bilo a2—2b2 = 0 odnosno a = +by/2, to bi znacilo
da su ili oba nule ili je neki od njih iracionalan broj, Sto je kontradikcija s
pretpostavkom o brojevima a i b. Na osnovu teoreme 5.24 sledi da (A\{0}, 9
jeste Abelova grupa.

Zadatak 5.50 Napisati Kejlijeve tablice grupa

({0,1, 2,3}, +) i ({1, 1, —1, —*}, =), gde je {0,1, 2, 3} faktor skup u odnosu na
relaciju = 4, a+ operacija iz 5.31, 5.32, 5.2 (sabiranje po modulu 4) i dokazati
njihovu izomorfnost.

ReSenje

+ 0 12 3 1 i —1 -
0 0 12 3 1 1 i —1 -
1 12 3 0 i i —1 1
2 2 3 01 -1 41 4 1

3 3012 —i 1 i —1

. . 2 o .
) = ik to jest / 1 je izomorfizam medu

tim grupama jer se te dve tablice razlikuju samo u oznakama pa je uslov
f(x +y) = f(x) mf(y) ocCigledno zadovoljen za proizvoljne x iy iz z4, a
bijektivnost funkcije / takode je oCigledna. Grupe izomorfne ovim grupama
nazivaju se ciklicne grupe reda 4.

Zadatak 5.51 Neka su px, p2, P3 i P4 permutacije skupa S = {1,2, 3,4}
definisane sa:

_ 12 3 4\ /1 2 3 4\

Pi 2 14 3/ V3 4127/
/1 2 3 4\ /1 2 3 4\
N4 3 2 1] Va~\12 3 4)m

Dokazati daje ({pi+2+ 3+ 4},0) grupa, gde je o operacija kompozicije (sla-
ganja) funkcija odnosno permutacija, to jest

(Pi °Pi)(x) =pi(pi(x)).
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ReSenje Sastaviti Kejlijevu tablicu ove operacije. Na primer: p\op2 = p3,
p3- P2 - Pi, itd. Tablica izgleda ovako:

P1 P2 Ps Pa
Pi PiPs P2 P1
P2 P3Pi PI P2
P3 P2PlI Pi P3
P4 PI P2 P3 P4
Da bi Kejlijeva tablica sa tako pisanom grani¢cnom vrstom i kolonom (tj.

istim redosledom i svi elementi tablice su iz te grani¢ne vrste i kolone) bila
tablica neke grupe, treba da vazi asocijativnost i:

a) Postoje vrsta i kolona s istim rednim brojem koje su jednake granicnoj
vrsti odnosno koloni. Grani¢ni element te vrste odnosno kolone neu-
tralni je element /p.

b) U svakoj vrsti i svakoj koloni neutralni element treba da se nalazi
tacno jedanput (Sto mora da vaZi i za sve ostale elemente) i mora biti
simetricno rasporeden u odnosu na glavnu dijagonalu (od levog gornjeg
do desnog donjeg ugla). Dokazati.

Ako za Kejlijevu tablicu konacne polugrupe (grupoid u kome vazi asocija-
tivnost) vazi prethodno receno, ondaje ona grupa. Kako je par ({pi, P2,P3,P4, °)
polugrupa, jer je komponovanje funkcija asocijativno, i posto za njenu Kejli-
jevu tablicu vaze uslovi a) i b), to je ona grupa, a kako je tablica simetricna,
onda je ona Abelova grupa. Sve grupe izomorfne ovoj grupi nazivaju se Kla-
jnove grupe reda 4. Grupa iz zadatka 5.55 b) izomorfna je ovoj grupi, kao i
grupa svih osnih simetrija koje preslikavaju pravilni tetraedar u samog sebe.

Zadatak 5.52 Neka je grupoid (G, *) definisan Kejlijevom tablicom:

* b ac d

babdc _
abac d. P\LAOAOJ/A
c d c ab G & ufA

d cd b a

Da lije (G, *) grupa?
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ReSenje (G, *) jeste komutativna grupa jer je (G, *) izomorfan s grupom
b a ¢ d\

iz prethodnog zadatka. lzomorfizam je, na primer, funkcija /=
Pl Pi P2 P3)"*

Sto se jednostavno proverava.

Zadatak 5.53 Da li grupoidi (G, *) i (H,0) s Kejlijevim tablicama

*1 2 3 456 O12 3456
1123 456 1123 456
2 23 4561 2 2 46 1325
33416 25 336 2514
4 456 13 2 4 4 15 2 6 3
556 2 314 55316 4 2
6 6 1 5 2 4 3 6 6 54 3 2 1

imaju strukture grupe, gdeje H = G = 1, 2,3,4,5,6}?

ReSenje (G, *) Videti reSenje zadatka 5.51.

Element 1 je neutralan jer je prva vrsta jednaka grani¢noj vrsti i prva
kolona jednaka granicnoj koloni. Posto je taj neutralni element rasporeden
simetricno u odnosu na glavnu dijagonalu i u svakoj vrsti i koloni pojavljuje
se tatno jedanput (Sto vazi i za sve ostale elemente), to znaci da za svaki
element postoji jedinstveni inverzni element paje operacija komutativna. Da
bi (G, *) bio grupa potrebna je joS samo asocijativnhost. Medutim, operacija
* nije asocijativna jer je, na primer, (3*4)*5 = 6*5 = 4 ,a dok je
3* (4*5) = 3*3 = 1 pa operacija * nije asocijativna, odnosno (G, *) nije
grupa.

(H, o) jeste komutativna grupajer je to mnozZenje po modulu 7, tj. (H, 0) =
(Z, \ {0}, =. H '

Zadatak 5.54 Da li se nepotpune Kejlijeve tablice grupoida (A, *) i (B, *)

*
e b ¢
*
e a
e e b ¢
e e a
a e
a
b e
b e e
c e

mogu dopuniti tako da predstavljaju tablice polugrupa.
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ReSenje Ispitajmo to prvo za grupoid (A, *).

Postole (b*b) *b = e* b—Db, mora biti ib*(b*b) = b*e = b Dalje, posto
je (b*a) *a = e*a = a, morabitii b*(a*a) = b*x = a. Medutim, b*x ™ a
jer su u treéoj vrsti elementi b, e, e, pa je odgovor negativan. Dokazati to
na drugi nacin. lz tablice se vidi da postoji levi neutralni element e za koji
svaki element inra sebi levi inverzni. Ako bi grupoid (A,*) bio asocijativan,
onda bi bio i grupa, 5to je nemoguce jer se u trecoj vrsti e pojavljuje dva
puta. Analogno se moze dokazati, takode na dva nacina, i za grupoid (B, *).

Zadatak 5.55 Dokazati da su sledeéi uredeni parovi grupe:

a) ({/J1J2},0) b) ({/ ,h,f%, gi, 52,53},°) cj ({Mn,/i2,/'3},0,)
gde su f(x) =x, fx(x)=j~, fi(x) = 9i(x) = g2(x) =
g3(x) = I-x, h(x) = x, hi(x) =\, h2(x) = -x, h3(x) =
funkcije nad domenom K\{0,1}, a operacija 0 kompozicija funkcija.

Uputstvo Posto je komponovanje funkcija asocijativno, treba samo sas-
taviti Kejlijeve tablice tih operacija i sprovesti ispitivanje kao u zadatku 5.51.
Takode je vazno primetiti da ako su slike ovih funkcija 0 ili 1, tada su i njihovi
originali 0 ili 1. Grupa pod b) izomorfna je grupi iz zadatka 5.51, a grupa
pod a) izomorfna je grupama iz zadataka 5.62, 5.63, 5.28 i 7.44.

Zadatak 5.56 Dokazati da su (A, +) i grupe gde je

a + i moperacije sabiranja i mnoZenja
matrica.

ReSenje Asocijativnost operacija + i =sledi iz njihovih definicija i iz
asocijativnosti sabiranja i mnozenja u skupu racionalnih brojeva. Neutralni

. 00 .
element za operaciju + je 0 0 azas<je ., Inverzni element
00 . . . 0 0 .
za , s obzirom na operaciju +, jeste , a s obzirom na

—a a a —a
L 0 0
operaciju ejeste 1
a a
Zadatak 5.57 Dokazati daje (A, ® grupa gde je:
a b 0 L
A= GRAG6GK/\ > a operacija mje mno-
b oa P 0 peracija mj

Zenje matrica.
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Resenje Dokazati da je (A, 9 izomorfan sa grupom (C\{0}, «. Dunkcija
f(a + ib) = g él\ oCigledno je bijekcija skupova A i C\{0}, a homo-

morfnost funkcije / sledi iz
f((a + ib) =(c+ id)) = f((ac —bd) + i(ad + bc)) =

ac — hd ad + bc a b c d
— (ad + Dbe) ac — bd —h a —d c

= f (a+ib) « (c+id). Prema tome, na osnovu teoreme 5.25 (A, ® jeste grupa.

cos sin
Zadatak 5.58 Dokazati da S X X x € grupa, gde
—sinx cos x

je moperacija mnoZenja matrica.

Zadatak 5.59 Mogu li u grupi postojati tatno dva elementa x, razli¢ita od neutralnog elementa e, za
koje je x2 = e?

ReSenje Ne postoje. Dokaz se izvodi kontradikcijom. Pretpostavi li se suprotno, tj. da postoje tacno dva
elementa, p i g, razliita od e, za kojeje p2 = e, g2 = e ip q. Sada sledi (pgp)2 = pgppgqp = pgeqp =
pagp = pep = pp = e. Pokazati daje pqp razli¢ito i od e i od p. To sledi iz pgp = e =?pq = p =2 q = e,
kao i iz pqp = p=$%$-pq = e=zp = q. Znaci mora biti pqp = q, tj. (pg)2 = e. Medutim, pq » p jer bi
u protivnom bilo q = e, takode je i pqg ™ g jer bi u protivnom bilo da je p = e, najzad pg ™ e jer bi u
protivnom bilo p = gq. Tako se dobija i tre¢i element grupe pq (razliCit i od p i od q i od e) za koji je

(pa)2 = e, 3to je suprotno pretpostavci da postoje tatno dva elementa ¢iji je kvadrat e.

Zadatak 5.60 Ispitati da li su (A, +)., (A,-), (A\{Co}, =), (B,+), (B,-),
(B\{CO}, 9 grupe, gde su A = {C0,Ci,C2}, B = {C0,Cx,C2,C3} skupovi
klasa ekvivalencije (faktor skupovi) po modulu 3 odnosno 4 (2.16), a+ i m
definisani sa Cx+ Cy= Cx+y i CxmCy = Cxy, za sve cele brojeve iz skupa Z.

ReSenje Zbog zadataka 2.16 i 5.31 i teoreme 5.32, + i ehinarne su opera-
cije u skupovima A i B. Znaci, (A, +), (A, *, (B,+), (B,-) jesu grupoidi,
a (A\{Co},-) odnosno ({C\, C2}, ® takode grupoid jer je Cx mCy fz CO za
X,y € {1,2}. Medutim, ({Ci,C2,C 3}, 9 nije grupoidjer je C2-C2= CA= CO0.

Asocijativnost i komutativnost ovih binarnih operacija slede iz njihovih
definicija i asocijativnosti i komutativnosti u skupu celih brojeva Z. Odnosno,
(Cx+ Cy)+ Cz Cxty+ Cz= CxWtz Cx+(ytz) Cx+ CyZ= Cx+
(Cy + Cz). Analogno se ispituju asocijativnost operacije =i komutativnost
obeju operacija.
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Neutralni element za operaciju + ocigledno jeC'oaza-jeC'i. :

Svi prethodni parovi koji su grupoidi jesu i komutativne polugrupe s
neutralnim elementom. Inverzni eiement za Cx, s obzirom na operaciju +,
oCigledno je CAX Znaci, (A, +) i (B, +) jesu Abelove grupe, dok (A, i (B, 9
nisu grupe jer ne postoji inverzni element za Cq ({C+, C2}, < jeste grupa jer
inverzni za C\ je C\ a inverzni za C2 je (% Skupovi A i B obelezavaju se
sa Z3 odnosno Za, a njihovi elementi Cq C\, C2, C3 obelezavaju se, zbog
kratkoce, sa 0, 1,2, 3. Tada

+ 0 1 2 0 1 2 1 2

0 0 1 2 0 0 0O 1 2

1 120 10 1 2 ’ 1

2 2 01 2 0 2 1

+ 0 1 2 3 012 3 12 3
0 01 2 3 0 00O0O 112 3
1 1230 101 2 3 5 2 0 2
2 2 3 01 202028321
3 3012 303 21

Zadatak 5.61 Ispitati da Uje ({1,3, 5, 7}, 9 Abelova grupa, gde je operacija
< mnozenje po modulu 8.

Zadatak 5.62 Neka su A, B i C tacke ravni a koje su temena jednakos-
tranicnog trougla ABC, Cije je teziSte u tacki T. Dalje, neka su p, p\ i
rotacije ravni a oko tacke T redom za uglove 0°, 120° i 240° i neka su g\ 02
i €3 osne simetrije ravni a Cije su ose redom simetrale duzi BC, AC i AB.
Dokazati daje ({p, p\, p2, o\, €2, a3}, o) neciklitka i nekomutativna grupa reda
6, gde je o operacija kompozicije funkcija.

ResSenje Kejlijeva tablica operacije o u tom skupu glasi:

O P PI P2 01 02 o3

P P PI P2 o\ 02 03
Pi Pl P2 P o3 01 (02
P2 P2 P Pl 02 o03
o\ O\ o2 03 P PI
02 02 03 04 P2 P
+3 < O\ <2 R\ P2

1P IR
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Kako je kompozicija funkcija asocijativna, to se ispitivanjem, kao u zadatku
5.51, dobija da ova struktura jeste neciklicka i nekomutativna grupa. Sve
netrivijalne podgrupe ove grupe su: ({p, pu p2}, °), ({p.0i},°), ({p.a2}, o) i
({P."s},°)-

Ova grupa je zapravo grupa svih transformacija podudarnosti ravni a koje
trougao ABC preslikavaju u samog sebe, i zove se diedarska grupa transfor-
macija jednakostranicnog trougla. Postoje diedarske grupe transformacija
od 2n elemenata pravilnog n-tougla za svaki prirodan broj n veci od 1. Ovde
je koriS¢ena teorema da je svaka transformacija podudarnosti u ravni jed-
noznacno odredena sa tri para odgovarajucih nekolinearnih tacaka.

Ako se temena A, B, C trougla ABC oznate saA =1 B = 2i'C= 3,
tada su permutacije e, a b,c,d,h u sledetem zadatku permutacije temena
toga trougla i zbog toga predstavljaju redom rotacije za 0°, 120°, 240°, a
zatim osne simetrije u odnosu na ose koje prolaze redom kroz temena 1, 2 i
3 i preslikavaju taj trougao u samog sebe.

Ovde je koriS¢ena teorema da je svaka transformacija podudarnosti u
ravni jednoznacno odredena s tri para odgovarajuéih nekolinearnih tacaka.
Na primer, (©) je osna simetrija u odnosu na visinu trougla koja polazi iz
temena 1.

123 123

Zadatak 5.63 Neka su e = 12 3 a= ) 3 1
12 3 123 12 3 12 3
31 2 = 132 = 3 5 3 =513

(svel) permutacije skupa {1, 2, 3}. Dokazati da je ({e, a, b, c, d, h}, o) grupa,
gde je o operacija kompozicije funkcija. Da li je grupa komutativna, da li je
ciklicna i da li je izomorfna grupi iz prethodnog zadatka?

ReSenje Ispisivanjem Kejlijeve tablice operacije o u ovom primeru dobija
se da je ova struktura izomorfna grupi iz prethodnog zadatka, jer je jedan
izomorfizam funkcija

, fe a b ¢ d h
V= v PPl PR a: o3
Prema tome, i ova struktura je nekomutativna i neciklicka grupa.
Dakle, u proucavanju geometrijskih transformacija podudarnosti mogu se
koristiti grupe permutacija.
Grupe iz zadataka 5.55 a), 5.62, 5.63, 5.28, i 7.45. medusobno su izomorfne.
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Zadatak 5.64 Ispitati aksiome Abelove grupe za strukture ( ‘P(A),U), (P(A),n),

t (V(A)\



Poglavlje 6
PRSTENI | POLJA

Prsteni i polja su algebarske strukture sa dve binarne operacije, od kojih ¢e
se jedna oznaCavati aditivno sa +, a druga multiplikativno sa U svakom
prstenu (prstenskim izrazima) podrazumeva se da multiplikativna operacija
ima prednost u odnosu na aditivnhu operaciju, sto ¢e smanijiti broj neophodnih
zagrada. Umesto a mb nekad ¢e se pisati samo ab.

Definicija 6.1 Ako je R neprazan skup, tada je uredena trojka (R,+, 9
prsten ako vaze sledeca tri aksioma:

a) (R, +) je Abelova grupa (definicija 5.5),
b) (R, 9 je polugrupa (definicija 5.4),
c) Vry,z6 R) x(y+2z)=xy+xz A (y+ z)Xx = yx + zx.

Aksiom c) naziva se distributivni zakon. Kao Sto je receno, Abelova grupa
je oznaCena u aditivnoj notaciji, tj. operacija je oznatena sa +, neutralni
element sa 0, inverzni zax e Rsa—xia + a +V... + a = naza svako a € R.

n
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Odnosno, na se definiSe rekurzivno za svakon GNia E R saa lat= a;
(n+ l)a = na+ a. Kakoje (R,+) grupa, to se ova definicija moze prosiriti
na sve cele brojeve, odnosno 0a = 0i (—n)a = n(—a) za sve n £ N. Sada se
dobija
—fraf &' —qa+a+ ... +a)’L
54(—)+ (—a)+ ... + (—a) '= n(-a) & (-n)a.
Zbog toga ¢e se —(na) oznacavati samo sa —ha, odnosno

(—n)a = n(—a) = —na.

Primer prstenaje ({0}, +, @ gde su + i =definisani sa0+ 0= 0i0-0 = 0.
Ovaj jednoelementni prsten bi¢e nazvan nula prsten. Sledeci primer se dobija
iz zadatka 5.60, odnosno ({C0,Cu C2,C3}, +, 9 jeste prsten. Primer prstena
koji nije konacan je (z, +, ¢ itd.

Definicija 6.2 Prsten (R,+, 9 je

a) prsten sa jedinicom ako postoji neutralni element e multiplikativne op-
eracije,

b) komutativan prsten ako je operacija mkomutativna,

c) domen integriteta ako je komutativan prsten s jedinicom e / 0 « kome
vaZzi da je

ampb=0=ta=0Vvb=0, tj. ne postoje delitelji nule,
d) polje ako je (R\{0}, 9 komutativna grupa.
Teorema 6.3 U prstenu (R, +, 9 vazi
a) am) = 0ea= 0,
' b) (—a)b = a(—h) = —ab),
c) (—a)(-—h) = ab,
za sve elemente a i b koji pripadaju prstenu (R, +, *).

Dokaz
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a) o=0=a<0+0=a<0+ (0=0—(0<=0)) = (0=0+ a<=0) —(a<=0) =
a<0+0)—(a=0) =a<0—(a=0)=0.
U dokazu su redom koriS¢ene aksiome: neutralni element za operaciju
+, inverzni element u odnosu na +, asocijativnost operacije +, dis-
tributivnost, neutralni element operacije + i inverzni element operacije
+. Analogno se dokazuje i 0 =a = 0.

b) ()b = (~a)b+ 0 = (—a)b + (ab —(ab)) = ((—a)b + ab)) —(ab) =
(—o+ a)b—(ab) = 0 =b—(ab) = 0 —(ab) = —(abh).
Koriséeno je redom: neutralni element operacije +, inverzni element
operacije +, asocijativnost operacije +, distributivnost, inverzni ele-
ment operacije +, dokazano pod a i neutralni element operacije +.
Analogno se pokazuje i a =(—hb) = —(ab).

c) Koris¢enjem dokazanog pod b i teoreme 5.13 dobija se
(—a)(—h) = Ha(-h) = —«(—ab)) = ab. O
S obzirom na ovu teoremu opravdano je —(ab) oznaciti sa —ab.

Teorema 6.4 Uprstenu sajedinicom (R, +, 9 sa bar dva elementa, jedinica
prstena je razli¢ita od nule prstena.

Dokaz Dokaz se izvodi kontradikcijom. Pretpostavicée se da je e = 0.
Tada za proizvoljni element a iz prstena R vazia = a-e = a- 0 = 0, §to znaci
daje R = {0}. Kontradikcija. O

Teorema 6.5 Svako polje (R, +, @ je domen integriteta.

Dokaz Treba samo pokazati da ne postoje delitelji nule, tj. akosuaib
razliCiti od nule, onda je i ab razliito od nule. To je oCevidno jer su tada a
i biz i?7\{0}, paje i abiz i?\{0}, jer je (i?\{0}, <), komutativna grupa. O

Teorema 6.6 Svaki konaCan domen integriteta (R, +, < je polje.

Dokaz Neka je R = {ai,a2,... ,an} skup od n elemenata u kojem su
svaka dva razlicita, i neka su a Gi? i a + 0. Dokazace se da postoji inverzni
element za elemenat a, Sto ¢e onda znaliti da je (R, +, @ polje. Formirati
skup S = {aai, aa2,..., aan} C R i dokazati da skup S ima n elemenata, tj.
daje aai ™ aa™ zai” j. Dokaz se izvodi kontradikcijom. Pretpostavimo da
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jeaaj=aj Ai j. Tadaje aa®» = aa* =+ aaj —aa*= 0 =+ a(aj —ai) =
0 =+ aj —aj = 0jer sua”™ 0iR bez delitelja nule. To je kontradikcija jer
se dobilo daje a, = aj Ai j, auskupu R = {ai,02, , an} svaka dva
su razli¢ita. Kako su R i S konacni skupovi, S C R i Card(S) = Card(R),
sledi da je S = R. Posto u domenu integriteta R postoji jedinica i kako je
S = R, toje zaneko k G{1,2,...,n} aak = e, to jest postoji inverzni za
a/ 0odnosno a-1 = ak. O
' pks tehj

Teorema 6.7 Uredena trojka (Z,,,+, 9 je po/je ako i samo ako je n prost
broj, gde je zn faktor skup u odnosu na relaciju = n (kongruencija po modulu
n 5.31), a operacije + i mdefinisane kao u 5.32.

Dokaz Kako je 2x = {z} = {(Po} jednoclan skup, to (zx, +, 9 nije polje,
jer svako polje ima bar dva elementa, a 1 nije prost broj, paje teorema tatha
zan = 1 Na osnovu 5.31, 5.32 i 5.60 sledi da su (Zn,+) komutativna grupa
i (Zn, ® komutativna polugrupa sa jedinicom. Kako je i

CXCy+ C2=Cxcy =C.

to je (Zn,+, 9 komutativni prsten sa jedinicom. Neka je sada n prirodan
broj veéi od 1. Jasno je da ée (Zn,+, 9 biti domen integriteta akko u Zn ne
postoje delitelji nule. Kako je Zn konaan skup, to zbog teoreme 6.6 sledi
da ¢e (Zn, +, 9 biti polje akko u Zn ne postoje delitelji nule. Znaci, dokaz se
svodi samo na to da treba dokazati da Zn za. n > 2 nema delitelje nule akko
je n prost broj.

(<=) Nekaje n prost i dokazati daZn nema delitelja nule. Tadaje Cx-Cy =
0 =+ Cxy = 0 =t n\xy, a odavde, sarno zbog Cinjenice da je n prost broj,
sledi n\x ili n\y, tj. Cx = 0 ili Cy = 0 (primetiti da 6]3 =4, ali to ne implicira
da 6]3 ili 6]4).

(+>) Neka sada Zn(n > 2) nema delitelje nule i pokazati da je n(n > 2)
prost broj. Dokaz se izvodi kontradikcijom. Pretpostavi li se suprotno, tj.
da je n slozen broj, Sto znaci da (3k, 1 G N)(kl = n Ak < n Al < n). Na
osnovu toga stoji daiz 0 = Cn= CkmnCi sledi Ck= 0 ili & = 0 jer Zn nema
delitelja nule, a odavde dalje sledi n\k ili n\l, Sto znaCi daje n < k ilin < I
To je kontradikcija s pretpostavkom (3k, | GN)(kl = nAk < nA/<n). O

U literaturi polje (zp,+, *), gde je p prost broj, oznacava se sa GF(p) i
Cita ,,polje Galoa od p elemenata”.
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Definicija 6.8 Neka je (F,+,-) proizvoljno polje sa jedinicom e. ,Ako ne
postoji takav prirodan broj n da je ne = (§+ e +V... + g —0, tada se kaze

n
daje polje F karakteristike nula (ili beskonacne karakteristike). Ako takav n

postoji, tada je najmanji prirodni broj k takve osobine ke = 0, karakteristika
polja F.

Teorema 6.9 Karakteristika konacnog polja F je prost broj.

Dokaz Kako je F konatno polje, to postoji prirodan broj p koji je nje-
gova karakteristika (dokazano u teoremi 5.38, ali u multiplikativnoj notaciji).
Jasno je dajep / 1ljer bi bilo daje le = e = 0, §to je nemoguce zbog teoreme
6.4. Dokazati kontradikcijom da je p prost broj. Pretpostavimo suprotno,
tj. daje p sloZzen broj, odnosno da postoje prirodni brojevi n i k takvi da je
p=nkAn<pAk<p. Sada izlazi

pe= (nk)e=e+ ~N+e=(e+ . M+e)et+t . N+ e)= (ne)(ke) =0,
nk n k

odakle je ne = 0 ili ke = 0, jer je F domen integriteta, $to znaci da p nije
karakteristika. Kontradikcija. O

Zadatak 6.10 Evo nekoliko bitnih formula koje vaze u proizvoljnom komu-
tativnom prstenu (R, +, < za bilo koje elemente a, bi ¢ iz R i svaki prirodni
broj n:

a) Binomna formula, specijalni slu¢aj polinomne formule.

b) Zan>1

an-bn= (a- 6)(@”_1+ an~2b+ an~-302+ ... + a2n~3+ abn~2+ 67 1),

c)
aznHl + b2n+l = (fl+ ft)(@2n_ a2n-It+ a2n-2f2_ ...+ a2b2n~2- ab2n~l + b2n),
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d)
a3+ b3+ c3- 3abc= (a+ b+ c)(a2+ b2+ c2- ab- ac- bc),

e)
2(a3+ 63+ c3—3a6c) = (a+ b+ c)((a —h)2+ (a —c)2+ (6 —C)2),

f)

(a@+ b+ c)2= a2+ b2+ c2+ 2ab + 2ac + 26c¢.

gj Polinomna formula, uopStenje binomne formule.

R |
eooe v .I‘].kn
ON+  + eeet XNY £ o et 01 KE
K+ ... + kn—K

ki>0,...,. K >0

Dokazi ovih formula izvode se jednostavno indukcijom po n, koris¢enjem
zakona distributivnosti i, u slu¢aju pod a), poznate veze binomnih koeficije-
nata: , S

Definicija 6.11 Funkcija f : Rx — R2 je homomorfizam prstena (polja)
(Ri, +, 9 i (R2,+, ¢ ako su

f(x +y) = 1(x) + i(y)
f(x =y) = f(x) mi(y)

za sve X iy iz skupa R\.

Operacije prstena Ri obelezene su istim simbolima kao i operacije prstena
R2 iako to nisu iste operacije. Medutim, to je uobicajeno, jer kao Sto ¢e se
videti, to neée stvarati zabunu. Bijektivni homomorfizam naziva se izomor-
fizam, a sirjektivni homomorfizam - epimorfizam.

Analogno definiciji 5.16, podgrupoida odnosno podgrupe, definiSe se i
potprsten.

Definicija 6.12 Potprsten prstena (R, +, @ jeste prsten (S, +, @ ako je S
podskup od R i operacije iz (S, +, 9 restrikcije operacija iz (R, +, *).
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Neprazan podskup S prstena (R, +, 9 bice potprsten toga prstena ako za
sve X,y GS sledi x+y,xy£SiSje prsten u odnosu na te operacije.
Prsten ({3k\k e Z}, +, 9 je potprsten prstena (Z, +, *).

Definicija 6.13 Neprazan podskup S prstena (R, +, ® ideal je toga prstena
ako je S potprsten prstena R i zasver £ Ris £ S vazidasurs ES i
sr GS.

Na primer, u prstenu celih brojeva (Z, +, 9 skup svih parnih brojeva (poz-
itivnih, negativnih i nule) ideal je prstena zZ

Deflnicija 6.14 lIdeal S komutativnog prstena R glavni je ideal ako postoji
takav a G R da je presek svih ideala koji sadrZe a jednak idealu S, oznaCava
se sa (a) i kaze daje (a) ideal generisan elementom a.

Drugim reCima, (a) je najmanji ideal koji sadrzi a, tada je oCevidno da je
(@ = {ra+ najJre R AN 6 Z} ili ako je R komutativan prsten sa jedinicom,
tada je (a) = {ra]Jr e R}. Ideal (a) naziva se ideal generisan elementom
a. Na primer, ideal parnih brojeva (2) u prstenu celih brojeva glavni je
ideal. U prstenu celih parnih brojeva V, ideal generisan elementom 4 je
4 = {4dm + ndlm € v An € Z}.

Lako se pokazuje da u prstenu (Z, +, @ vazi teorema nk = n-k za sve cele
brojeve, n i k.

Zadatak 6.15 Ispitati koje od sledecih uredenih trojki (N>+:), (2,+,9,

({3k\k e Z}, +, .), (qi+i-)i (m\{o}’+’ .)’ (Cl +l q jesu
a) prsteni b) domeni integriteta c) po/ja
. . 00 .
Zadatak 6.16 Dokazati da je polje gde Su +
—a a

i = operacije sabiranja i mnozenja matrice.

ReSenje Dokaz sledi iz zadatka 5.56 i iz distributivnosti mnozenja ma-
trice u odnosu na sabiranje matrica.

Zadatak 6.17 Dokazati daje (v4, +, -) polje gde je

A= {a+bv2\at QAbEQ}
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Uputstvo Pogledati zadatak 5.49 i koristiti distributivnost u skupu re-
alnih brojeva.

Zadatak 6.18 Dokazati da je (Q,©, ©) polje gde su © * © definisane sa
a®b =a+ b+ 1aQb =a+ b+ ab.

ReSenje Dokazati prvo daje (Q, ©) Abelova grupa. Asocijativnost grupoida
(Q, ©) sledi iz (a©6)©c = (a+6+1)©c = a+6+1+c+l = a+(5+c+l)+1 =
a®©(6+c+1) = a©(6©c). Neutralni elementje —1, jer 4©a = a®© —1 = a
zasvako aiz Q, ainverzni zaaje —2—a, jer a©(—2~a) = (2—a)©a = 1
za svako a iz Q. Komutativnost sledi iza©6 = a+ 6+ | = 6+ a+ | = fe©a,
Sto vazi za svako a i biz Q Analogno se dokazuje da je (Q, ©) komutativna
polugrupa sa jedinicom.

Da je (Q\{—1},©) Abelova grupa dokazano je u zadatku 5.45. Doka-
Zzimo jo§ distributivnost operacija © u odnosu na ©. Leva distributivnost:
XQ(y +2)=xQ(y +z+1)=x +y+z+ |+ Xy+ X2+ X=X+y+xy+
X+z+xz+ 1= (X+y+xy)©O(x+z+xz)=(x0y) O (xQz). Analogno
se dokazuje i desna distributivnost.

Zadatak 6.19 Neka su a = (ai,a2,a3); b = (61,62,63) i ¢ = (ci,c2,c3)
elementi skupa E3, gde je R skup realnih brojeva, i neka su + i * binarne
operacije u skupu E3, ao:13x 13—» im 1 x R3—R3 operacije, koje su
definisane kao

a+ b= (ai + 61,a2 + 62,a3 + 63),

a* b= (a263 - a362,a36i - ai63,ax62 - az6i),
aob = ai& + a262 + a363,

a ma = (ccai,aa2,aa3).

Dokazati da

a) strukturi (R3,+,*) nedostaje samo asocijativnost operacije * da bi bila
nekomutativni prsten bez jedinice,

b) a*b= —b *a),
c) ao(b +c¢) =aob + aoc,

d (a*b)*c=(aoc) mb—(boc) ma,



6. Prsteni i polja 109
e) a*(b*c) = (aoc) mb—(aob) mc. ,

ReSenje

a)

Jednostavno se proverava da je (M3,+) Abelova grupa i da je (R3,*)
grupoid. Dokazimo levu distributivnost operacije * uodnosu na +. (alba2,a3)*
((61, b2, b3) + (ci,c2,¢c3)) =

(ai, a2,a3) * b\ + Ci, b2+ c2,b3+ c3) =
(a2(63+ c3) —a3(fe2 + c2), a3(6i + Ci) —a\(b3+ c3), a\(b2 + c2) —a2(& + cN)) =
(a263- a362,a36i - al63 ai&2 - a26i) + (a2c3- a3c2,a3ci - aic3,a3xx2- aCi) =

((ai, a2,a3) * (61,62,h)) + ((«i, a2,as) * (a ,c2,c3)).

Analogno se dokazuje i desna distributivnost. Operacija * nije asocijativha
jer je, na primer

((1,0,0) *(0,1,0)) * (0,1,1) = (0,0,1) * (0,1,1) = (-1,0,0)

dok je

(1,0,0) *((0,1,0) * (0,1,1)) = (1,0,0) * (1,0,0) = (0,0,0).

Takode ne vazi ni komutativnost operacije * zbog toga Sto je, na primer
(1,0,0) * (0,1,0) = (0,0,1) dok je (0,1,0) * (1,0,0) = (0,0, —1). Nepo-
stojanje neutralnog elementa za operaciju * sledi iz toga Sto je, na primer
(°i,a2,a3) * (1,0,0) = (0,a3,—2) i (1,0,0) ™~ (0,a3,-a 2) za proizvoljan
(ai,a2,a3) iz K3. Lako se proverava da u strukturi (K3,+, *) za svako a, b i
c iz K3 vazi:

1) a*a= (0,0,0) 2)(a*b)y*c+ (b*c)*a+ (c*a) *b= (0,0,0).

Osobine b), c), d), e) dokazuju se jednostavno proverom po definiciji tih
operacija. Na osnovu 12.19, 12.43, 12.49, 12,50, 12.51 i 12.52 sledi da je
operacija + izomorfna sabiranju slobodnih vektora, * izomorfna vektorskorn
proizvodu slobodnih vektora, o izomorfna skalarnom proizvodu vektora a
operacija =je izomorfna mnozenju skalara i vektora.

Zadatak 6.20 Dokazati da strukturi (K4, +, ® nedostaje samo komutativnost operacije mda bi bila polje,
ako su + i mdefinisani sa (a\,a2,03,aP) m(b1,62+ 3,64) = (X,y,z,u) i
(ai,a2,a3,a4) + (61+2,63,64) = (ai + 61,a2 + 62,a3 + 63,a4 + 64), gde je

X = a+i —a2b2 —a3b3 —a464, y = az6i + a+ 2 + 0364 —a463,

z = a3b\ + 0163 + a462 —a2&, u = a4& + a+ 4 + a2b3 —a3bh2.
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ReSenje Lako se proverava da (R4,+, m jeste prsten. Neutralni element operacije mjeste (1,0,0, 0),
§to se proverava po definiciji operacije < a inverzni element za neki proizvoljni (ai, a”, a3,04) iz R 4 koji

P= 3 2“!6‘5%@}- Na osnovu teoreme 5.24 sledi da je ureden par (R4\{(0, 0,0, 0}, ® grupa, odnosno

strukturi (R4, +, ® nedostaje samo komutativnost operacije =da bi bila polje. Nekomutativnost operacije
msledi, na primer, iz (0,1, 0,0) =»(0,0,1,0) = (0,0,0,1) i

je razlicit od eiementa (0,0,0,0), s obzirom na operaciju mjeste element (pai, —pa”, —pa3, —paP), gde je

(0,0,1,0) =(0,1,0,0) = (0,0,0,-1) . Ovakve
strukture nazivaju se tela, a ova konkretna struktura telo kvaterniona.

Zadatak 6.21 Neka je u prstenu (R, +, 9 e jedimca prstena, a za x G R
vazi x19% = 0. Dokazati da postoje inverzni elementi zae —x2ie+ X s
obzirom na multiplikativnu operaciju prstena R i pronaci ih.

ReSenje Na osnovu uslova zadatka i 6.10 sledi da je
XA =0=—e- xIHNU=e ™ elHA- x1INAU=-c¢

N (e2N7- (XDW=e <+ (e-x2e+ x2+ xi+ ... + x1992) = e <
O (e—x2)-1 = e+ x2+ x4+ ... + x1992
Sli¢no se dobija da x19% = 0 =>x1965 = 0 <>el9Bb + x196 = ¢ +

e+ x)(e —X+x2—... +x19) =e<>(e+Xx) 1l=e—XxX+XxX2— + x19%



Poglavlje 7
KOMPLEKSNI BROJEVI

Prvi deo teksta koji sledi predstavljen manjim fontom moZze se razumeti tek posle ¢itanja
sledeéeg poglavlja o polinomima.

Faktor struktura ( M [t ] j e st e poljejer f2+ 1 nesvodljivje polinom nad poljem realnih
brojeva K (teorema 9.9). Ovo polje naziva se polje kompleksnih brojeva i obelezava se sa C. Kako je
dogovoreno da se za predstavnika klase uzima polinom najmanjeg stepena, to ¢e fakti¢ki znaciti da ce
elementi skupa R[t]/(t2 + 1) biti klase [0 + bt] koje ¢e se oznaCavati samo sa a + bt, pa su elementi naseg
polja, u stvari, polinomi stepena ne veceg od 1 (linearni i konstantni), €iji su koeficijenti realni brojevi.
Sada je lako videti daje (a+ bt) + (c+ dt) = a+ c+ (b+ d)ti (a+ bt)(c+ dt) = ac + adt + bct + bdtz =
(ac —bd) + (ad + bc)t + bdt2 + bd = (ac —bd) + (ad + bc)t + bd(t2 + 1) = ac —bd + (ad + bc)t, jer je
[bd(t2 + 1)] = [tz + 1] = 0. Iz tradicionalnih razloga umesto t pisace se i, pa ¢e a + bi predstavljati
kompleksan broj, gde su a i b realni brojevi. Prilikom rada s kompleksnim brojevima a + ib tehnika je
ista kao da se operiSe sa realnim binomom a + ib, s tim Sto se stalno primenjuje da je i2 + 1 = 0 odnosno
i2=-1.

Teorema 7.1 Uredena trojka (R2, +, < je polje, gde su operacije + i « definisane sa
(a,b) + (c,d) = (a+ c,b+d) i (a, b)(c,d) = (ac —bd, ad + 6c).
Ovo polje naziva se polje kompleksnih brojeva i oznatavamo ga sa C.

NAPOMENA: Polja (R[t]/(t2+1), +, 9 i (R2, +, 9 nisu jednaka, ve¢ izomorfna, ali je uobitajeno da
se i za jedno i za drugo kaze da su polje kompleksnih brojeva i oznacava se sa C.

Dokaz Dokazace se samo zatvorenost binarne operacije mu skupu R2\{(0, 0)} i postojanje inverznih
elemenata s obzirom na neutralni element (1,0) u strukturi (R2\{(0, 0)}, m), jer se ostali aksiomi jednos-
tavno proveravaju. Ureden par (R2\{(0, 0)}, ® jeste grupoid jer je (R2, ® grupoid i ofevidno vazi

(a,b) £ (0,0) A (c,d) /7 (00) < a2+62/ 0 A<2+d2~0 =
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a2c2 —2abcd + b2d2 + a2d2 + 2abcd + b2c2 ? 0 +> (ac —bd)2 + (ad + 6c)2 g ©
(ac —bd, ad + 6c) ? (0,0).
Ako je (x,y) inverzni za (a, 6), tada je (a, b)(x,y) = (1,0) ax —by = 1 Aay +s6i =0 < [xy)—
2 -b 1
g‘ﬁfﬁ' a2+ b2 > n
Ako se uvedu oznake (a,0) = a i (0,1)= i, tadaje i2 = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1 i (a,6) =
(a,0) + (0,6) = a+ (0,1)(6,0) = a+ ib.

Cinjenica 7.2
Za definiciju elemenata skupa kompleksnih brojeva C moze se reéi da
su izrazi oblika a + ib s kojima se racuna isto kao s realnim binomom

a+ib,gdesuaf R, b£ER i i2= —, tojest ako je
C={a+ib\ae RA6GR Ar2= —1} tada je (C, +, 9 polje.

Treba primetiti daje (a+ ib)(c+id) = ac—bd+i((a + b)(c+d) —ac—bd, Sto
znaCi da se mnoZenje dva kompleksna broja moze realizovati samo sa TRI
mnozenja realnih brojeva. U definiciji (a + ib) m(c + id) = ac —bd+ i(ad + bc)
ima CETIRI mnoZenja realnih brojeva! Ovo je vrlo znagajno zbog smanjenja
raCunarskog vremena!

Veoma je pogresno dehnisati i = \f— jer nije jo§ ni defmisano Sta je
yr~ u polju kompleksnih brojeva. 1z dehnicije kompleksnog n-tog korena
nj~, koja sledi u daljem tekstu, vidi se daje ?fz u polju C promenljiva
koja uzima vrednosti iz skupa od n elemenata, tj. \fz u C ima n razli€itih
reSenja za svaki kompleksni broj z razli¢it od nule, pa ée po toj dehniciji
slediti daje v~~Te {i, —} tj. /< = +A dok u polju realnih brojeva R ,n/~
jeste funkcija odnosno \fx ima najviSe jednu vrednost. Dehnicija i —yCT
proizvodi razne apsurde kao Sto je, na primerj T = yl = y/(—) =(—1) =
\f— m\f— = i mi = i2= —1. Otkriti gde je greska!

Teorema 7.3 Za svaki ceo broj k vazi f k = 1; iik+l = 1i; 1A« = —;
i14k+3 = —i.

Dokaz je neposredna posledica Cinjenice da je i2= —1.

Do sada su koriS¢ene slede¢e oznake za kompleksni broj z : z = [a+ b\ =
a+ bt= (a,b) = a+ bi=a+ ib, gde su a i b proizvoljni realni brojevi.

Od sada ¢e se uzimati oznaka z = a+ ib i ovaj oblik nazivace se algebarski
oblik kompleksnog broja.

Definicija 7.4 Ako je z = a+ ib kompleksan broj, tadajez = a —ib njemu
konjugovani kompleksan broj.



7. Kompleksni brojevi 113

Drugim reCima, konjugovanje je funkcija / skupa C u skup C, definisana
sa f(a + ib) = a—ib i Cija je geometrijska interpretacija u kompleksnoj ravni
osna simetrija u odnosu na realnu osu.

Definicija 7.5 Neka je z = a + ib kompleksan broj. Tada se Re(z) = a
naziva realni deo, Im(z) = b imaginarni deo i YA\ = \Va2+ b2 modul kom-
pleksnog broja z, tj. modul je funkcija \ \: C —=R+ U {0}.

Neposredna posledica 7.2, 7.4 i 7.5 je sledeéa teorema.

Teorema 7.6 Za proizvoljne kompleksne brojeve z, 2\ i z2 vazi:

a) Re(z) = \(z + 2) e)atR+>a = a
b) Im(z) = ~z-2) f) zj2™ = zjzj
C)zi £ z2= 7i * Zi g) (%) =1

d) Re(zi+z2)= Re(zi) + Re(z2) h) Im(zi + z2) = Im(zf) + Im(z2).
i) Cetvorougao 0,zi,zi + z2,z2 jeste paralelogram, gde je O=0+0i.

Teorema 7.7 Ako je z = a+ ib proizvoljan kompleksni broj, tada je:
a)zz = \\2 b)z 0=>ez~l = \A\% NN\ = 1=+2z~l= 7.
Dokaz
a) zz= (a+ ib)(a—ib) = a2—i2b2 = a2 —(—1)b2 = a2+ b2 = 2%,
b) Sledi iz zz = iz / 0. c) Ako je z jedinicni kompleksni broj, tada iz
b) sledi z~=2. O

Deflnicija 7.8 Funkcija d : C2 — R+ U {0} koja preslikava uredene parove kompleksnih brojeva u
nenegativne realne brojeve definisana sa

d(zi,z2) =\zi - z21
naziva se rastojanje. Odnosno, d(zi,z2) zovemo rastojanje kompleksnih brojeva zi i z2.
Lako se proverava da funkcija d zadovoljava sledece uslove:

a) d(zi,z2) > o0, C) d(zi,z2) = d(z2,zi),
b) d(zi,z2) ;.0 2j 22, d) d(zi,z2) < d(zi,z3)+ d(z3,z2).

Postoji geometrijska interpretacija kompleksnih brojeva. Poznato je da
se moze konstruisati bijektivna funkcija izmedu skupa svih uredenih parova
Cije su komponente realni brojevi, tj. skupaR2= {(a,b)\af£ R Abe M} = C
i skupa svih taCaka geometrijske (euklidske) ravni.
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Uzece se ona bijekcija koja se dobija fiksiranjem (odabiranjem) j*dnog
Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema. Ta bijekcija je funkcija koja
par (kompleksni broj z) z = a+ ib = (a, b) G C preslikava u taCku z ravni Cije
su to koordinate. Prva od osa tog koordinatnog sistema nazvace se realna osa,
druga imaginarna osa a cela ravan kompleksna ravan. Sada se sve definicije
polja kompleksnih brojeva mogu interpretirati u ovom geometrijskom mo-
delu, odnosno mogu se dati njima ekvivalentne definicije i dokazati njihova
ekvivalencija.

Napomenimo da se celokupno proucavanje polja kompleksnih brojeva
moze sprovesti i bez ove geometrijske interpretacije, ali neki se pojmovi lakse
i brze shvataju u geometrijskom modelu, kao Sto ¢e se videti. Ako je z
kompleksni broj, tada ¢e se i tatka koja joj odgovara u kompleksnoj ravni,
pomenutom bijekcijom, obeleziti istim simbolom 2, a kompleksni broj nula i
koordinatni pocetak obelezavace se istim simbolom 0.

U tekstu ¢e se pod konveksnim uglom podrazumevati konveksni skup
svih taCaka ravni ograniCen dvema polupravama sa zajednickom pocetnom
tatkom, ukljuCujuci i tacke tih polupravih, a pod orijentisanim konveksnim
uglom podrazumevace se konveksni ugao u kome se zna koja je poluprava
prva a koja druga. Pomenute poluprave nazivaju se kraci ugla. Analogno
se definiSe i konkavni orijentisani ugao. Orijentisani ugao je pozitivan ako
rotacija prvog kraka po oblasti ugla prema drugom kraku jeste u pozitivhom
smeru (smer od taCke (1, 0) najkra¢im putem po jedini¢noj centralnoj kruznici
do tacke (0,1)). Merni broj neorijentisanog ugla je merni broj (duzina) luka
jedinicne kruznice, koji pripada tome uglu i Ciji je centar u temenu toga ugla,
a krajnje taCke na kracima ugla. Merni broj neorijentisanog konveksnog ugla
je broj iz intervala [0,7r], Merni broj orijentisanog konveksnog ugla je iz in-
tervala (—r,7r], odnosno ako je konveksni ugao pozitivno orijentisan, merni
broj je iz intervala (0,7r], u suprotnom je iz (—r, 0).

Cinjenica 7.9
Uobicajeno je da kada se kaze ugao, podrazumeva se merni broj kon-

veksnog ugla, orijentisanog ili neorijentisanog, Sto treba i naznaciti.

Merni broj ugla izrnedu dveju neorijent-isanih pravih, tj. za koje se ne zna
koja je prva a koja druga, jeste iz intervala [0, ]].

Definicija 7.10 Argument kompleksnog broja z u oznaci arg(z) ili argz,

merni je broj konveksnog orijentisanog ugla Ciji je prvi krak pozitivna realna
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osa a drugi poluprava 0z, gde je 0 = 0+ iO kompleksni broj 0, tj. koordinatni
pocetak.

Kako je merni broj konveksno orijentisanog ugla uvek iz intervala (—n, 7],
to je i arg(;2) iz intervala (—r, A, tj. argz e (—r, 7r].

Vrlo retko, u nekim udZzbenicima uzima se daje argz E [0, 2w), $to neéemo Koristiti.
Cinjenica 7.11
Treba primetiti da ako je z = 0, tada nije definisana poluprava 0z, pa
onda nije definisan ni argument kompleksnog broja 0 = 0 + 0.

Ekvivalentna definicija argumenta kompleksnog broja glasi:

Definicija 7.12 Argument u oznaci arg je sirjektivna funkcija koja pres-
likava skup nenula kompleksnih brojeva u interval realnih brojeva (—r,7r],
odnosno arg : C\{0} 3 (=7 mj definisana sa:

/ arctg f za a>0

m +arctg\ za a<O0Ab>0

argz = arg(a+ ib) = < — 7 + arctg | za a<O0Ab<O
X za a=0Ab>0
L5 za a=0Ab<0

Dokaz ekvivalentnosti definicija 7.12 i 7.10 posledica je definicija funkcije
arctg, konveksno orijentisanog ugla i mernog broja konveksno orijentisanog
ugla, tj. zbog argz € (—, zA] i arctga; G (—], f). Dalje ¢ée se podrazumevati
da kada se kaze ugao, to je konveksni ugao.

(Pogledati zadatak 3.53.k)) :

Argument kompleksnog broja 0 ne definiSe se, a argument kompleksnog
broja razliCitog od nule obavezno je broj iz intervala (—T,«w], Na primer,
arg(7) = 0, arg(3i) = f, arg(-5) = w arg(-10i) = -f,arg(2 + 2i) = f,
arg(—4\V3 —4i) = —, arg(7"\/3 —7i) = —f itd.

Teorema 7.13 Neka je f funkcija koja proizvoljni kompleksni broj z pres-
likava u slobodni vektor Oz, gde je O kompleksni broj0 = 0+70. Tada f jeste
izomorfizam aditivne grupe kompleksnih brojeva (C, +) u odnosu na sabiranje
na aditivnu grupu skupa slobodnih vektora u odnosu na sabiranje vektora.

/ (z) — y 4 OX +0 i2 07
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Drugim reCima, formulacija prethodne teoreme moze biti i
,.kompleksni brojevi sabiraju se kao vektori”.

Dokaz ove teoreme posledica je tvrdnje da za svaka dva kompleksna broja,
zi iz, Cetvorougao 0,Zi,z% + 22,22 jeste paralelogram i poznate teoreme o
vektorima da je projekcija zbira jednaka zbiru projekcija.

Posledica 7.14 Kompleksnafunkcija f(z) = w+z jeste translacija za vektor
w odnosno vektor Ow.

Definicija 7.15 Funkcija HOk koja tacku A preslikava u tacku A' tako da

je OA' = k mOA to jest HOk(A) = A', naziva se homotetija sa centrom u
tacki O i koeficijentom fc G I.

Teorema 7.16 Ako je A ™w, z27/w, 2\ ™0 iz2 0, tadatg

1) argzi = argz2 N N <+ (3k G R+)Ozi = kOz2

2) arg(zi -w) = arg(z;, -

3) (3 R R+)5Ht =

4) (3k E R+)uizl = kwz2 <=arg(zi —w) = arg(z2 —w)

5) Mnozenjem kompleksnog broja s realnim pozitivnim
brojem argument se ne menja.

6) Kompleksni brojevi koji pripadaju istoj polupravoj koja
ishodi iz koordinatnog pocetka imaju jednake argumente.

7) Mnozenje kompleksnog broja z realnim brojem k je Ho k(z),
homotetija sa centrom 0(0,0) i koeficijentom k.

Treba primetiti da prethodnih sedam tvrdnji govore fakticki jedno te isto.

Teorema 7.17 Po definiciji argumentaarg C\{0} (77 . (vsec\ {0} argzC

(—r, M (argO nije definisan!) sledi: ] ..
1. {z argz > 0} = {z\Im(z) > 0} U <4 2. X 4>1/L}'}'
2. {z argz > 0} = {z\Im(z) > 0} \ {0},

3. {z - | < argz <f} = {z\Re(z)> 0},

4. {z - f < argz <f}= {z\Re(z)> 0} \{0}, 3

5. {z —] < argz <~} = {2\Re(z)> 0} U {xi\x >0},

6. {z —| < argz <]} = {z\Re(z)> 0} U {xi\x <0}.

5 G.

. K VI
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Evo efikasnog primera za proveru razumevanja definicija argumepta arg,
imaginarnog dela Im i realnog dela Re. Proveriti koje su od sledecih ekviva-
lencija i implikacija tacne za svaki kompleksni broj z:

eargz>0 -+ Im(z) > 0 e argz <0 <t Im(z) < 0
earg2<0 4% Im(z) <0 jljTdargz > 0 <= Im(z) > 0
JTJargz < 0 = Im(z) < 0 eargz>0 + Im(z) >0

—f <argz<f = Im@Zz) GR [Tj-] <arg™, < | < Re(z) >0
I[Viarg;2 < 0 4+ Im(z) <0 eargz>0 0O Im(z) >0

e argz >0 Im(z) > 0

e argz >0 O (Re(z) >0Az/ 0j

argz > 04+ (jrn(z) >0Az~"0
e f <argz;<] O Re(z)>0
| *]1-f <arg2< f = i?%("™ >0

jTi-f<arg~<f = j/ra(z)e»Az/0)

Q -f <arg2<f = j/m(z)elA2fo0]

U literaturi se ¢esto ovo 5to nazivamo argument kompleksnog broja, imenuje glavna vrednost ar-
gumenta kompleksnog broja, a argument kompleksnog broja z jeste skup koji se oznacava sa Arg(z) =
{arg(z) + 2kn\k G Z}, S&to se nece koristiti.

Ako se ima u vidu geometrijska interpretacija kompleksnog broja, sledi
da je modul kompleksnog broja (taCke) 2 merni broj duzi 0z, jer je N =
la+ ib]= \Ja2+ b2 i vazi Pitagorina teorema.

Teorema 7.18 Nekaje p = M\ = Ja+ ib\ = \Ja2+ b2 modul kompleksnog
broja z, aip = argz G (—m, & argument kompleksnog broja z. Tada je
z=a+iboz = p(cosip+ isin ).

Dokaz U geometrijskom modelu dokaz je trivijalan jer (slika 2) iz trougla
Ozz], gde je z' normalna projekcija tatke z na realnu osu, sledi Oz' = Oz =
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cosp <> a=pcosp i zz= Ozssin(p <+ b= psin(p. Ako bi se dokazivalo
direktno po definiciji 7.12, morao bi se dokaz podeliti u pet slucajeva i koristiti
trigonometrijske formule cos(arctg”™ = Ti+P’sin(arctg"> = 7 * 5 ifd- O

Kraca oznaka za costp+ isin<pje elip ili cis<i , odnosno
cos + isin<p= elii = cisp.

Cinjenica 7.19 Kompleksni brojevi su jednaki akko su jednaki njihovi mod-
uli i argumenti, tj. re”™ = pelfi <r = p Aij = p + 2kn e (—r,7r]. Vrlo je
korisno dogovoriti se da ¢im se napiSe pelip podrazumeva se daje 96 (—, it\
odnosno da je p argument kompleksnog broja pewp.

Definicija 7.20 Trigonometrijski oblik kompleksnog brojaz = a+ ibje z =
ﬁ(cos p+isinp), gdejep= \a2+ b2 ip = aig(z) +2/ck za bilo koji ceo broj

Teorema 7.21 (cosp+isinp)(cos’ip+isinip) = cos(p + ip)+isin(++b).

Dokaz sledi iz distributivnosti i adicionih formula. O

Kakoje (cos(/9+isin(p)(cos™+isin'0) = cos(p+ip)+ism(p+tp), sledi da
se svi izrazi oblika cos p + isin p uvek mnoze tako Sto se p-ovi sabirajll. S
druge strane, izrazi oblika ewp takode se mnoZe tako $to se <+-Ovi sabiraju.
Na osnovu toga sledi da se za izraz cos+ + 9%inp moze uvesti kraca oznaka
ey odnosno

.. def m .
cosp + isinp = elp = cisp
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pa je tada z = p(cos</? + isinp) = pelip Oblik kompleksnog broja z = peh>
zvatemo eksponencijalni oblik.

Posle prou¢avanja kompleksnih funkcija desice se ,,neverovatna” stvar, odnosno pokazace se da defini-
cija cosi/) + isin(/> ot elv je u stvari teorema, gde je e = 2,718281828459045...

Posledica prethodne teoreme jeste sledeca teorema:

Teorema 7.22 Ako je A\ = pi(cos+i +isin<pi) = p\eMl i ako je z2 =
P2(cos 92 + i sin +2) = Pel?, tada je

zZ\z2 = PiP2(cos(+i + q®2) + isin(<pi + 9®2)), i
Z = zizkl= 5(cos(<pi - <2) + isin(ipi - 92)).

Iz teoreme 7.22 sledi da je \ziz2\= % =\2\ i
arg(Ni2<2) = a + arg”™i + argz2 za neko a G {0, —2«¢, 27},
tako daje a + arg”™i + arg™2 e (—7r,7r], odnosno

argZi+ argz2 za argzi + arg 22G(—r, i
arg(zi22) 2it+ arg2l+ arg22 2Xaargzi +targz2e (—2ret, —ri]
2wt arg”™ +argz2  za argZ\+argz2 € (e 2i1]

Primeri:
1. arctg} + arctg | = arg(3 + i) + arg(2 + i) = arg ((3 + i)(2+i)) = arg(5 + 5i) = +,
2. arctg | + arctg ™ + arctg } + arctg} = f jerje 3+ i)(5+ i)(7 +i)(8+ i) = 650(1+ i),
3. arctg | + arctg } + arctgi = arctg} jer je G+ )7+ 1)@+ i) =130(2 + i).
Iz teoreme 7.22 sledi teorema 7.26. Iz teoreme 7.22 indukcijom se lako
pokazuje teorema 7.23.

Teorema 7.23 Ako je z = p(cos P+ isin<g) tada je
zn = pn(cosnPp+ isinmp) za svakon € N.

Kako je (cos<p+isin<p)-1 = cos(—<p)+isin(—pP (7.7) i (cos <p+zsin P)° =
1, to prethodna teorema vazi za svaki ceo broj n.
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Test 7.25 Od jednacina z2 = z, z3 = N\ z4 =z 1i z3 = 1 kgje su
ekvivalentne (zaokruziti slovo ispred tacnog odgovora):
Prva i druga bnPrva i treca c) Prva i Cetvrta
J ruga i treéa e) Druga i Cetvrta f) Treca i Cetvrta

Teorema 7.26 Mnozenje broja z brojem coscp + isinp jeste rotacija tacke
z za ugao p oko koordinatnog pocetka, tj. Ro™(z) = zelip

Treba uocCiti da za € (—r,7r] vazi: argekP= p.
Teorema 7.27 Za konveksno orijentisani ugao p =<fziOz2 vazi

Z10z2 = arg —.
pA|

Dokaz Neka je \a\ = \2\ Sto ne utiCe na opStost dokaza, jer za svaki
pozitivni broj p vazi arg z = argpz i <jziOz2 =<£ziOz2, gde je z2 = rz2 za neki
pozitivni broj r (tj. baS zar = j»j). Nekaje Ro/> rotacija u kompleksnoj
ravni za ugao p € (—t, 77 oko kompleksnog broja (koordinatnog pocetka)
O. Tada je RO™Mz\) = z2 = Zieif eifi = & <> arge™ = arg& +>p =
arg yx ziOz2 = arg (teorema 7.26). O

Teorema 7.28 Ako je kompleksni broj z2 dobijen rotacijom kompleksnog
broja Z oko broja w za ugao p, tada je

z2 = w+ {zi —w)elifi.
Dokaz je posledica teorema 7.26 i 7.13.

Teorema 7.29 Za konveksno orijentisani ugao p =$. Ziwz2 vazi

V. 2
< ZXwz2 = arg.o-----—-- i

Zi —w

Dokaz je posledica teorema 7.27 i 7.13.
Na osnovu ovoga sledi da sledeéa reCenica jeste jedna od ekvivalentnih
definicija pozitivno orijentisanog ugla.

Definicija 7.30
Konveksni ugao  z\wz2 pozitivno je onjentisan akko je arg 5+ > 0.
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Teorema 7.31 JednacCina zn = w = pelip, gde je z nepoznata, n proizvoljan
prirodan broj i w proizvoljni kompleksni broj razli¢it od nule, ima n razlicitih
reSenja koja su u kompleksnoj ravni temena pravilnog n-tougla Cije je teziSte
u koordinatnom pocetku, tj. reSenja su

+ 2kir + 2kn NKT
® + isin ® ki

zk = \/P\ cos = \/7>e k—0,...,n—1

Dokaz Data jednaCina zn = w reSava se uvodenjem smena 2 = re™ i w =
pelf, gde su r i "0 nepoznate, a p i tp dati brojevi, jer je w dati broj. Sada
sledi zn = w <mrnen™ = pelf m>r = fp Amp = p + 2kn AK £ Z. Da se

neka reSenja ne bi ponavljala uzima se da je ip = ytfthk G (—T, 4] pa je onda
dovoljno da je ke {0,1,..., n —1} odnosno

zn=w= pellf<+z G | rfpelv+™ |k=0,..., n_]j = S.

Znaci, 8 = fp el su reSenja jednaCine zn = w za svako k =

0,1,... ,n —1 Pokazati da su svaka dva z& iz S razliCita, tj. da ih ima
bar n. Akoje K\ K4 tadaje zK ™ z72jer je
\4-2fc7T
Zk = pfp = rfp eln (el » )k = rfp €*» (el» )k xel« = zk-le

tj. zk = zk™i el Sto znaCi da je zk dobijen rotacijom broja zk_i oko koordi-
natnog pocetka za ugao pa sledi da su z0,zi,... zn_i na istoj centralnoj
kruznici polupre¢nika fp i svaki od njih dobija se od prethodnog, rotaci-
jom za ugao jer mnozenje sa elB je rotacija za ugao 6 oko koordinatnog
pocetka, a pun ugao iznosi 2ir, pa se nijedan od zq, z\,... zn_i neée poklapati.
Znaci pronasli smo bar n reSenja. Medutim, ako se primeni i teorema 8.39,
koja kaze da svaki polinom n-tog stepena ima najviSe n korena, sledi da data
jednacina ima tatno n korena. O

Akojee=rcosf +isin = eln,tada oCevidno za svaki element z skupgi..
S ={1,e, vazi zn —1 = 0 i svaka dva elementa iz S razliCita
su, tj. jednacina zn—1 = 0 ima bar n reSenja. Medutim, na osnovu teoreme
8.39 sledi da nema viSe od n feSenja pa je

2n- 1=0" 2 G(1,e, gdejee = e™.

Moze se primetiti da jeJ~f-J'ciklicka grupa reda n izomorfna grupi (Zn, +).
Generatorni elementi‘grupe ({1, e, €2,..., £n~1}. 9 nazivaju se primitivni ko-
reni jednapiaeAz™ —1 = 0. Jedan primitivni koren jednacine zn —1,= 0 jeste
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Da liqer - = 1 reSenje jednacCine \/2x —3 = <2, gde j$ va-
kompleksni koren? Da li to jeste-jedijjcTna? Ako jeste jednagina, da li ima
reSenja?. Ako jcste jednacina, koliko ima reSenja?

Definicija 7.32 U polju kompleksnih brojeva uzima se da je

Zn —W%1 Z — yfw

Sto znaCi daje we A = {z\,z2, mm zn}, gde je A skup reSenja jednacine
zn = w. U polju realnih brojeva nT je funkcija, tj. \fx je jednoznacno
odreden broj za n neparno i proizvoljnoi £ | kaoizan parnoix > 0. Sim-
bol ima razlicita znacenja u polju realnih i u polju kompleksnih brojeva,
jer

f/w u polju C je promenljiva koja
uzima vrednosti iz skupa svih reSenja jednacine .
Zzn=w

U nekim udzbenicima ffw definiSe se kao skup svih
redenja jednagine zn = w, tj. " = {2\7h = w}, pa
stoga odgovor na pitanje da li je X = 1 reSenje jednacine
f2x = 3 =1f/x —2, gde je kompleksni koren, zavisi
od toga koja je od te dve definicije za jfw usvojena!

lzmedu tih dveju ( inicija nema susStinske razlike, ali
formalne ipak ima!
Po definiciji n-tog korena iz kiijige, a pitanje da li je x = 1 reSenje
jednagine -f2x —3 = \fx 2 zavisi od tacnosti implikacie (x € A Ay G
A A I > I) =>x =y za proizvoljni skup A

Da li je prethodna implikacija tacna? A4

Postoje i misljenja da se u polju kompleksnih brojeva
ne mora definisati, Sto znacCi ni koristiti!

U’naSem slucaju dalje ¢e se raditi po usvojenoj definiciji 7.32.
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Primer 7.33 Odrediti skup svih vrednosti za:
a) \f\, gde je realni (algeharski) koren,

b) v/, gde je kompleksni koren,
c) reSenja jednacCine x4 —1 = 0 u skupu realnih hrojeva,

d) reSenja jednacine x4 —1 = 0 u skupu kompleksnih brojeva,

e) reéenjajednaéine;(—-----l-: 0 u skupu realnih brojeva,

f) reéenjajednaéine-------l-: 0 u skupu kompleksnih brojeva.
X

Resenje: a) {1}, b) {1,-1,t,-i}, ¢) {1, -1},
d){I,-1,t, —t}, e) {-1}, f) {—1,*,-*]e

Zadatak 7.34 Odrediti realni i imaginarni deo, modul, argument i skup svih
kompleksnih brojeva z = 1+ eia za a £ (—, A]. Da li se reSenje zadatka
menja ako se uzme daje aeR?

ReSenje: Re(z) = 1+coso:, ImM{z) = sina, dok iz

1+ eia = + el?) = 2cos]el? sledi da je modul N\ = 2cos], a
argument je Trazeni skup je jedini¢na kruznica sa centrom u 1.
Uraditi istoiza —+ e, —l—eld i 1—eia.

U svakom zadatku u kojem se pojavi neki od izraza + 1+ +", obavezno
ga transformisati na nacin kako je uradeno u prethodnom zadatku!

Zadatak 7.35 Da lije (1 + el96€ M} = {1 —el9% GM}?

Zadatak 7.36 Odrediti realni i imaginarni deo, modul, argument i skup
kompleksnih brojeva z = eia + el6 za a, j3€ (—, #].

ReSenje: R,.(z) = coso + cos(3, 1,,,(z) = sino: + sin/5, dok iz

sledi da je modul N\ = 2 jcos ] a argument za e i
T+ HR2zaN G (—T
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Rezultat je taCan bez obzira da li ispred broja ir stoji znak + ili — jer je
eH7r Medutim, znak ispred broja 7 ipak treba birati tako da £7r +
bude iz intervala (—r, 7] jer je dogovor da je argument kompleksnog broja
uvek iz intervala (—T, 7], i prema tome, ako je a + (3> 0, uzima se znak —
u suprotnom znak +.

Za a,P e (—r,7r] sledi: arg(el”“ + el0) =

«+1/3 a-p (Z rZTE 21
2 2 L2 2]
-7r + N za G(-7r,M)U(f,7r] A O+ />0
T+ Hd za "£(-,x)u(l,i] Aa+/<0O
U koordinatnom sistemu aO/3 osenciti deo ravni G [GN ]] unutar

kvadrata a G (—r,n] i B G (—r, ], a zatim osenciti deo ravni kada je
G (—m, U (f,7r] takode unutar istoga kvadrata!
Zadatak uraditi i Cisto geometrijski!

Zadatak 7.37 Dokazati da je
{eia+ el3laGM ARBGR} ={z\zGC A H< 2}

Zaskatak97.38 Zaz = elt + e_lIt je: argz = WA = 724 =
Zaokruziti slovo ispred tacnog odgovora. Ako je \A = 1, tada je:

a)z-=z, b) arg™ = argz, c) z"1= zt
S\z\ = WA\ 0)z 1=+ (f)) largzf = Jarg2j.

Zadatak 7.40 Neka su zi i z3 kompleksm brojevi a £ i 6 realni brojevi
takvi dasu t> 0 i 9 G (—r,7r]

a) Uzamsnosti od zIf z3, 6, | izraziti kompleksni broj z za koji vazi
Ne—z\ = £ 1 3Bz2\Z = 6, koji je orijentisan, jer je 9 G (—7r,7r].

b) Ako su zi i1 z3 temena pravilnog Sestougla 2++2, %, Z4i&6>ze koja
pripadaju njegovoj kracoj dijagonali, izraziti temena z”z"zze u zavisnosti
od zi i z3. Koliko ima takvih Sestouglova?

ReSenje
a) Nakon translacije za vektor -z 1} deljenjem svakog dobijenog broja
svojim modulom i rotacijom za ugao 6 oko koordinatnog pocetka, dobija se
J%_zﬁ iy W<Z = Z1+ j~ 2 j(23- Zi)eld.
Treba primetiti da je ovo uopsStenje formule za rotaciju, jer za 23 2~ —1 to

je formula za rotaciju 7.29.
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b) Ako se u prethodni rezultat uvrsti z = 209 = — if = ~7 3,
dobija se centar Sestougla z0. Dalje, na osnovu kompleksnih brojeva z() i 26
dobijaju se sva ostala temena po formuli za rotaciju oko z0 za ugao — tj.

ZkH = 20+ (zk —z0)e~1%redom za k G {1,3,4, 5}. Ako se umesto 8 uvrsti
f, tada se rotacije vrSe za +f i dobija se drugo reSenje. Postoje takva dva
Sestougla.

Zadatak 7.41 Dati su kompleksni brojevi A = 4 —i, z22= 3 —5i 1 B =
2 —4i. Naci kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju uslove

\z-z3\= 2V26i "2z3z="$ Zz3z2.

ReSenje Zadatak ima jedno reSenje 2 = 6i, pod uslovom da se uglovi
posmatraju kao konveksni i orijentisani. Ako se uglovi posmatraju kao kon-
veksni i neorijentisani, zadatak bi pored reSenja z = 6i imao joS i reSenje
z=12- 2i.

Ako bi se ugao  Z12322 posmatrao kao konkavno orijentisan i <£22322 kao konveksno orijentisan,
tada bi reSenje bilo z" = 5\/3+ 3+ i(\/3 —9). Ako se ugao <£212322 posmatra kao konkavno neorijentisan

i 22322 kao konveksno neorijentisan, tada pored reSenja 2" = 5\/3 + 3 + i(\/3 —9) postoji i reSenje

2" = \/3- 3+ i(5\3- 5).

Zadatak 7.42 Nekaje w G {el™ ,e~I2r, ,e~1"~ elg~e~IT"} i nekaje a =
w+ w2+ w4 i b= w3+ wh+ wb6. Dokazati da je:

a) w3mvd=1 a+ b= —Jliamb=2 b) w+ w2+ wAG {- 14w,

C) cos + cos~ + cos I\fl. Uputstvo zac);

IzraCunati imaginarni deo od a = w+ w2+ w4 za w = elt.

Zadatak 7.43 Kompleksni brojevi z\, z2, z3 u kompleksnoj ravni Cine jed-
nakostranicni trougao akko 2\ + 2\ + 2\ = 222 + Ziz3 + z2z3. Dokazati.

ReSenje
A+ 24+ 73~ -1~2 + DZ3 + <2248 <
2\+ (—22—z3)zi + 2\+ 2\ —2z22z3 = 0
Zi = 1("™M2++3+ y/( z2- z3y - 42\ - 42\ + 47273) 4>

2zi = z2+ z3+ iVS(z2- 23
Zi= B+{z2- Z)I* A <7 = RZ2(23) >

o
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<z AZ12273 je jednakostranicni trougao, gde oznaka R2*(z3) = z{ govori
da se rotacijom oko z2 za ugao (o, 23 preslikava u 2\.

Zadatak 7.44 Dokazati da funkcija fe : C —C, gde je 9 6 (—r,7r], defin-
isana sa fe(z) = Zzeld u kompleksnoj ravni odreduje jednu osnu simetriju.
Odrediti skup svih kompleksnih brojeva koji pripadaju toj osi.

ReSenje Primetiti da je g(z) = z osna simetrija, gde je realna osa za-
pravo osa simetrije. Takode je poznato da je kompozicija rotacije RO_

osne simetrije g(z) = Z i rotacije RO § osna simetrija ¢ija osa gradi ugao | s

prvobitnom osom (realnom osom). Znaci, ze~l2elz = Zeie = fe(z) jeste osna
simetrija. Skup taCaka trazene ose je

9 6
{z2\z eC A (arg(z) = - Varg(z) = +uw+ -)} U{0},
gde se znak + ili —bira tako da bude +7r + | G (—r, &].

Zadatak 7.45 Neka suhe:C —»C 1fe: C —C funkcije skupa kompleksnih
brojeva u skup kompleksnih brojeva definisane sa

) n 2w 2
he(z) = zeld i fe(z) =2eld za 9EA={0,—,— }=

Dokazati da je

(S,0) = ({hO,h~ ,h~, fO, T2~ {,0)
grupa, gde je operacija o operacija kompozicije funkcija u skupu S.

ReSenje Skup S je zatvoren u odnosu na operaciju o, jer je kompozicija
proizvoljne dve funkcije iz tog skupa ocevidno oblika
(faL 0 f02)(z) = ZeidZeidl = ze~ideidl ili (h0L 0 h02)(z) = zelO2eiei
ili (fei 0ho2)(z) = zeid2eW = Ze~ieeiei ili (h9 0 f02)(z) = Zeldzelol,
a skup (1, el™, e~1™} je grupa u odnosu na mnozenje kompleksnih brojeva.
Kompozicija funkcija uvek je asocijativna operacija. Neutralni element je
hO, inverzni element za fe je f0, a za hOje h_0. Data struktura je oCevidno
izomorfna grupama iz zadataka 5.55a), 5.62, 5.63, 5.28, 5.51.
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Zadatak se moze uopstiti ako se za skup A uzme skup svih argumenata
svih n-tih korena iz jedinice, tj. zan = 2fc + |

A_ {r bett _0 1)2tt 2tt0 2 tt (k 1) 27r k27r},
" . n’ n'"" n’" n’" n""n”
azan=2k+ 2
P B T L e DR Gl Ve
- n 1 n yrr" nl In yrrry n 1 n 1 1

gde je k prirodan broj ili nula. Tada ¢e ta grupa biti izomorfna diedarskoj
grupi od 2n elemenata, svih transformacija podudarnosti koje neki pravilni
n-tougao preslikavaju u samog sebe.

Zadatak 7.46 Neka su 1Z= {hg\he : C —=C A hg(z) = zeie} i
S={fe\fe:C-*C A fe(z)=1zeie}.
Ispitati da li su sledeCe algebarske strukture grupe, gde je o operacija kom-

pozicije funkcija: a) (77, 0), b) (5, 0), 0)
(77US,0).
ReSenje: _ _
(fel °fe2)(z) = fei(fe2)(z) = zeideiei = ze-10gei -€2) =

idei mi(0i+€2) " g2l
(hd *h0)(z) = hdl(he2)(z) = zeiceidl = ze™™") e .
(A°hd)(2) = foi(he)(z) = zeiezeiei =m0 = -02) =

= fex-e2(2)i

(hd *fe2)(2) = hdi(fe2)(z) =B R0  =mze 01109 2 NP()m

Odavde sledi da su fei ofe2 £ 77, hei Ohe2 e 1Z fei °he2 GS, hQl°fe2 £ <5
Sto znaci da (77,0) i (77.US, o) jesu grupoidi i oCevidno i grupe, dok (S, 0)
nije ni grupoid. Geometrijska interpretacija skupa 77 jeste skup svih rotacija
oko 0(0, 0), a S je skup svih osnih simetrija koje prolaze kroz 0(0, 0), pa je
jasno da kompozicija dve rotacije je rotacija (sa istim centrom!), kompozicija
dve osne simetrije je rotacija, kompozicija rotacije i osne simetrije je osna
simetrija i kompozicija osne simetrije i rotacije je osnha simetrija (kada je
centar na osi!). Grupa (77US, o) ima beskona¢no mnogo kona¢nih podgrupa,
i to su sve diedarske grupe sa 2n elemenata svako n G N, odnosno grupe geo-
metrijskih transformacija podudarnosti koje pravilni n-tougao preslikavaju u
samog sebe.
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Zadatak 7.47 Naci zbir: ,

1+ cos9 mcos9 + cos26 mcos 26 + e==+ cos"-1 9 mcos(n —1)6,6 £ 172 n 6 N.

ReSenje 5 = S"=0 cosr 6lecos 6> i s = YTr=o cosT 0 'sinr0 implicira S+ is =
‘ l-enOicosn$ a /|

Er=01(ei0cOSQ)r =, °“°°*" gl e

Ako je 0 = Aftadaje S1= n, a ako)e 6 ™ kir tada je

0 n 1—e”@cosn0 ~, cosn9 msin(ra—1)9
1- e@cosO smO

jer je 1 —eiecos 6 = —ield sin# i zatim proSireno sa ie~I6.
Zadatak 7.48 ReSitipox uK: (I + ~)n—(I — )n=0, n £ N.

ReSenje (I + f)" - 1- £)7=0«m

Niarctg 1+ E| g-marctgf =
rr

X X
<>2zsin(n arctg — = 0 +>n arctg —= kir Ak € Z,
n n

a odavde za parno n je x = ntg ™ Ak € {0,1,..., n—1}\{8}, a za neparno
njex = ntg~"AA;e {),1.... ,n- 1}

Zadatak 7.49 Dokazati da za svako £,<pG]R?neN vazi:
siha + 2kip)  2ncosntpsin(x + ntp).

ReSenje Trazeni zbir je imaginarni deo zbira:

e (x+2kip)i (e2pi)k =

= exi(l + e2ipi)n = e*i(e"™*{e~vi + epi))n = exi(enpi(2cosp)n =

= 2ncosn pe™x+n™1, a to je 2ncosntpsin(x + mp).
Sledeci primer (7.50) veoma je vaZzan za kompleksnu analizu jer pred-
stavlja jedan elementaran uvod u Rimanove ravni!
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FORMULE GEOMETRIJSKIH TRANSFORMACIJA
PODUDARNOSTI, INVERZIJE | HOMOTETIE

Translacija rwza vektor w t™w(z) = w< z
Rotacija pwe za ugao 6 oko w pwe(z) =w + (z- w)eld

Osna simetrija awg u odnosu na pravu
t kojoj pripada w i koja obrazuje

ugao 9 s pozitivnom realnom osom &ne(z) = w+ (z —w)eld
Centralna simetrija aw Vmfe) = —z + 2w
Tnvorzija IWH u odnosu na kruznicu
. L . T 2

sa centroin u w i poiuprecnika R MR=wW+
H'omotetija hwj: sa ccntrom u w

i koeficijentOm k € R hwk(z) = w+~k(z —w)
Primer 7.50

ay Akoje A={1, - \+i™~ 2«/ 2> tadd je {z3\zeA}-
b) Funkcija f : C —C, f(z) = z3je injektivna ?
c) Da lije funkcija fB:B —C, fB(z) = z3 injektivna
akoje B = {z\ze CAOQO < arg(z) < —m?
d) Da lije funkcija fD:D ™ C ,fD(z) = z3 injektivna
akoje D = {z\z £ CAOQ < arg(z) < Af} U{0} ?
e) Da lije funkcija fE : E —C fE(z) = z3 injektivna
ako je E pravi nadskup od D?
f) Neka je skup F podskup skupa tacaka kompleksne ravni takav da
svaki jednakostranicni trougao Cije je teziSte u koordinatnom pocetku
ima najvise jedno teme u tom skupu. Da li je funkcija
fF:F —C, fF(z) = z3 mjektivna? NE.
g) Koja od prethodnih injektivnih restrikcija funkcuje f : C — C,
f(z) = z3 jeste njena maksimalna injektivna restrikcija (videti 3.17)? f
h) Neka je skup H maksimalni podskup skupa tacaka kompleksne ravni
sa osobinom da svaki jednakostranic¢ni trougao s teZiStem u
koordinatnom pocetku ima najviSe jedno teme koje pripada tom
skupu. Da lije funkcija fH: H —C, fH(z) = z3 maksimalna

injektivna restrikcija funkcije f : C —C, f(z) = z3? ,DA) NE.
i) Da li pored svih maksimalnih injektivnih restrikcijafn : H —C  funkcije
f : C —=C, f(z) = z3 iz prethodnog primera, postoje i neke njene druge:

maksimalne injektivne restrikcije? DA (NE.
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Poglavlje 8

POLINOMI NAD
PROIZVOLIJNIM POLJIMA

[ - P°tl tl
X - 11. f-jG"

K fo L'3(T => pcsil AOl £ POL/™NOH Sk-A

Ci~Acc oezTB")

U nastavi matematike osnovnih i srednjih Skola tradicionalno se polinom
definiSe kao ,,izraz” ili funkcija / polja realnih brojeva Mu to isto polje, tako
daje f(t) = a0+ att+ ... + antn. Zatim se daju i definicije jednakosti dva
polinoma Sto bi, inaCe, trebalo da sledi iz definicije polinoma. Nije tacna
definicija (ili tvrdenje) da su dva polinoma jednaka ako su jednake njihove
odgovarajuce funkcije!

Primer: akoje (F, +, @ konacno polje karakteristike 3 (na primer sabiranje
i mnozenje po modulu 3), tj. F = {0,1,2}, tada razliCiti polinomi, P(t) =
1+2t+ 12+ t31 Q(t) = 1+ t2, nad tim poljem kao funkcije su jednaki jer se
lako proverava da je 1+ 2x + x2+ x3= 1+ x2 tatno za svako x e {0,1, 2},
jer je re€ o sabiranju i mnozenju po modulu 3.

Pokazace se da ako je polje koeficijenata beskonacno (na primer ako je ka-
rakteristike 0), tada je definicija polinoma kao funkcije izomorfna korektnoj
definiciji polinoma. Videti 8.40 i 8.43.

Slede definicija konstante i promenljive i definicija polinoma nad proizvoljnim
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poljem.

Defmicija 8.1 Konstanta skupa F je proizvoljni element skupa F . Promenljiva
skupa F je simbol (na primer, X,V, z, t, X\, yi, t+,...) koji se moze zameniti
bilo kojim elementom skupa F.

Definicija 8.2 Skup svih polinoma, u oznaci F[t], nad™nekim poljem F s
promenljivom t, moZe se deftnisati na slede¢i nacin:

1) Konstante i promenljiva t polja F jesu polinomi nad poljem F .

2) Ako su A iB polinomi nad poljem F, tada su (A + B) i (A- B) takode
polinomi nad poljem F, gde su + i m binarne operacije u F[t] koje su
asocijativne, komutativne i vazi distributivni zakon operacije < prema
operaciji + i takve da su + i miz polja F njihove restrikcije. Jedinica
e i nula 0 polja F redom su neutralni elementi za operacije m i + |,
dok inverzni element za polinom ao + apt + a™2+ ... + antn u odnosu
na sabiranje + jeste polinom —ao0 —apt —a™t2 —... —antn (videti 8.3).

3) Polinomi nad poljem F mogu se dobiti samo primenom 1) i 2), i to
kona¢no mnogo puta.

(A *B) pisace se kao (AB). Zbog zakona asocijativnosti mnozenja moze
se uvesti dogovor o brisanju zagrada pa u slucaju ((t <t) mt) pisace set-t-tt).
samo f3, zbog uobiCajene oznake u multiplikativnim grupoidima. Analogno
za operaciju + umesto ((t + /)+/) pisaée se t+ t+ tili 3/ = 3(e =t) =
emt+emt+eest= (e+et+te)-t= (3e) ot = (3e)Z gde je e neutralni
element polja F u odnosu na mnozZenje. Ako je F polje realnih brojeva,
tada je 3f = 3 f. Dokazati! Takode se uvodi konvencija o brisanju spoljnih
(krajnjin) zagrada i konvencija da operacija «ima prednost u odnosu na
operaciju + pa se umesto (x + (y mz)) piSe samo x + yz.

Teorema 8.3 Zbog ovih dogovora (konvencija), svaki polinom iz F[t\, izuzev
nula polinoma, ima oblik ao + apt + a™M2 + ... + antn, gde su a$, a\, a2, man
izpoljaF, a,, »~ 0, n 6 NU{0} (f° je po definiciji jednako jedinici polja F)
i t je promenljiva polja F.
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Nula polja F je polinom koji je neutralni element za sabiranje polinoma,
naziva se nula polinom i oznacava se sa 0.
Jedinica polja F je polinom koji je neutralni element za mnoZzenje poli-
noma i oznaCava se sa 1ili e
Drugim reCima, algebarska struktura polinoma nad poljem (F, +,*)
jeste prosirenje polja (F, +,») do najmanjeg prstena (F[t], +, =),
pomocu jednog novog elementa t £ F i elemenata iz F, koris¢éenjem
operacija + i «iz (F[t], +, ), koje su proSirenje operacija + i <iz polja

(Erh «

Teorema 8.4 Ako je polinom P razliCit od nula polinoma, tada postoji samo
jedan an GF \ {0}, takav daje P = a0+ a\t+ a2t2+ ... + antn.

Definicija 8.5 Nenegativan broj n iz prethodne teoreme 8.4 naziva se stepen
toga nenula polinoma P = ao+ aif + a2t2+ ... + antn i oznaCava sadg(P) =n,
aan 0 naziva se vodeCi koeficijent tog nenula polinoma.

Stepen nula polinoma nije definisan! 1

MozZe se re€i da izraz a0 + a\t+ a2+ ... + afil+ ... jeste polinom ako je
samo konacno mnogo koeficijenata a, razliCito od nule, gde je i e NU{0}.

Drugim reCima, izraz a0 + apt + a2t2+ .. + afil+ ... je polinom akko
postoji tatno jedan i = n € NU{0} takavdajean Oia*=0zasvei>n,
gde su a, iz polja F, a t ,,promenljiva”.

Primer 8.6 Za sledeée polinome P i Q nad poljem F vaZi:
a) P+ Q= (a0+ apt + a2t2) + (60 + b\t+ 62t2 + bfifi) =
= a0+ 60+ (@\ + b\)t + (a2+ ®&2)t2+ bfi3.
b) PQ = (a0 + apt+ a2f2)(60 + bgt + 62t2 + bfifi) = a060 + (a05x + a\bo)t +
(a0b2 + aibi + a260)t2+ (a063 + a\b2+ a2b\)}t3 + (afio3 + a262)t4 + az2bfifi.

Teorema 8.7 Ako su P i Q nenula polinomi nad poljem F, tada je
a) PQ 0, b) dg(PQ) = dg(P) + dg(Q).

Teorema 8.8 Skup svih polinoma nad proizvoljnim poljem F u odnosu na
operaciju sabiranja polinoma + i operaciju mnoZenja polinoma mima alge-
barsku strukturu domena integriteta.

Znaci, (F[t], +, 9 jeste domen integriteta polinoma nad poljem F.

nekim udZbenicima definiSe se da je stepen nula polinoma —eo0, medutim mnogi
dokazi su jasniji ako se stepen nula polinoma ostavi nedefinisan.
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Treba primetiti da se operacije sabiranja i mnozenja polinoma obelezavaju
istim simbolima kao i operacije sabiranja i mnozenja u polju F, §to nikada
nece izazvati zabunu, jer ako se operacija + nalazi izmedu dva polinoma,
onda je to sabiranje polinoma itd.

Svaki element a polja F takode je polinom, njegov stepenje 0 zaa”™ 0
I naziva se konstantni polinom ili polinom stepena 0.2 Da li je konstantni
polinom razlicit od nule isto Sto i polinom stepena nula? Videti 8.32.

Definicija polinoma nad poljem F kao uredene n-torke elemenata iz polja
F Cija je poslednja komponenta razlicita od 0, ekvivalentna je definiciji poli-
noma kao beskonacnog niza Ciji su elementi (Clanovi) iz polja F i postoji ¢lan
niza posle kojega su svi ¢lanovi niza jednaki O.

Naravno, te definicije su ekvivalentne definiciji 8.2, sto znaci da su odgo-
varajuce strukture polinoma izomorfne.

Evo definicije polinoma kao uredene n-torke koja nije neophodna.

Definicija 8.9 Elementi skupa = FUF2UF3U... (skup svih i-torki za sve i G Nj jesu
polinomi nad poljem F ako je njihova poslednja komponenta razli¢ita od nule. Nula polja F je polinom i
naziva se nula polinom.

Elementi skupa FUF2UF3U.., gdeje F neko polje, jesu polinomi ako je u svakoj i-torki zai > 1
poslednja komponenta razli¢ita od 0. Znaci, ako je P = (ao, ai, me= a,,) polinom nad poljem F. onda je
zan>00, /7 0,dok zan =0ao 6 F, tj. ao moze biti i nula, pa zbog F1 = F sledi daje (ao) = ao
polinom za svako ao 6 F i naziva se konstantan polinom.

Definicija 8.10 Stepen polinoma P g- 0 je broj komponenti umanjen za jedan i oznacava se sa dg(P),
a poslednja komponenta naziva se vode¢i koeficijent. Polinom je normalizovan ako je njegov vodeci
koeficijent jednak 1.

Ako je polinom P = (ao,ai,...,an) g 0, tada je dg(P) = n. Stepen polinoma P = a € E\{0} je
nula. Stepen nula polinoma ne definise se.

Definicija 8.11 Neka su P = (a0, ai,..., an) i Q = (bo,6i,.mmbm) polinomi i neka je aj = 0zaj >n
i bj = 0 zaj > rn. Operacije sabiranja + i mnoZenja mu skupu polinoma definiSu se sa

P+ Q—(do,+ ,..., d3),

gde je dj = a, + bj, s najveci nenegativan ceo broj za koji je ds ™~ o0 i, ako takav s ne postoji, zbirje nula
polinom, a
P mQ = (co,Cl, ... ,E+),

gde je = Ej=oaubc-j> r najveti nenegativan ceo broj za koji je ¢, ~ 0 i, ako takav r ne postoji,
proizvod je nula polinom.

2Kasnije, uvodenjem polinomskih funkcija, bi¢e opravdan termin konstantan polinom,
ali samo za polinome nad beskonacnim poljem.
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Prethodne tri defmicije mogu se dati u istoj formulaciji i ako se umesto polja F uzme prsten R.
Operacija ,,+” u skupu polinoma oznacena je istim simbolom kao i operacija ,,+ ” polja F, Sto nece
stv59riti zabunu jer ¢e iz konteksta uvek biti jasno o kojoj je operaciji re€. Analogno vaZi i za operaciju

Primer 8.12 Za sledete polinome nad poljem F vazi
a) (ao,ai,02) + (60,61,b2,63) = (a0 + 60,«i + 61,22 + 62,63),
b) (ao, ai,,a2)(60,6i, 62,63) = (a060, aohi + ai6o, an62 + ai&i + az260,
»063 + ai&2 + a2& + 0360,a08&4 + ai&3 + a282 + 0361 + 0460,
a0&s + ai&4 + a2&83 + 0362 + 0461 + as&0) =
= (a0&o, ao&i + ai&o0, a0&2 + aj6i + a2&0,a0&3 + ai&2 + a2&i, ai&3 + a282,a2&3)
jerje 03 = 04 = as = 64 = 65= 0,

¢) (2,—3,4) + (8,7, —4) = (10,4),

d) (3,—5,2) + (3,5, —2) = 0,

e) AkosuP — (&) = & 6 ,F\{0} i Q = (a0, ai,..., an) polinomi, tadaje PQ = &o(ao,ai,..., an) =
(&o0ao0, &oai,..., &oan). Takode je 0 <(ao0, ai,..., an) = 0.
Teorema 8.13 AAo su P = (ao,ai,..., an) i Q = (&0, &i,. = &m) nenula polinomi nad poljem F i
PQ (co,ci,..., cr), tada je c,, = cn4m = an&mn-

Dokaz Po definiciji 8.3 stoji daje Cn+m = Sfco" ap m+n-j- Akojej = 0,1,... ,n - 1, tada je
m+n—j >m paje bm+n-j = 0, aakojej = n+1I,n+ 2,..,,m4-n, tada je aj = 0.Znaci,jedini

sabirak u toj sumi koji nije nula, je zaj = n, paje c,,+m = a,&m+n_n = anbm jer je an o0 i&m ™ o,
tj- anbm 70 zbog nepostojanja delitelja nule u polju F. Kakoje = 0zai > m+ n, to znati daje m+ n
najveéi nenegativan ceo broj za koji je Cn+m ~ 0, paje cr = cn+tm = an&n. O

PosJedica 8.14 Ako su P i Q nenula polinomi nad poljem F, tada je
a) PQjio, b) dg(PQ) = dg(P) + dg(Q).

Definicija 8.15 Polinom (0,1) nad nenula prstenom sa jedinicom, oznacavace se sa t, odnosno (0,1) =
t.

Teorema 8.16 Za svaki polinom P = (ao0,ai,..., a,,) nad prstenom sa jedinicom vaZzi:
P = (ao,ai,..., an) = ao + ait + .. .+ antn.
Doicaz Kako je (ao, ai)(&0, &i) = (a0&0, ao&i + ai&o, ao& + ai&i + a2&o), to je
(0,12 = (0,1)(0,1) = (0,0,1) jer a0 = & =a2=& =0 i ai = bj = 1.
Indukcijom se lako pokazuje daje (0, I)t= (0,0,..., 0,1). Zak = 2 tvrdenje je pokazano. Pretpostavimo

trl

daje tatno za k i dokazimo da je taeno za k + 1. Ako su

(0,1) = (ao0,ax), (V(l’-'-'-"’o' 1) = (&0o,bu ..., bk) i
fotl

(0,0,...,0,1) = (c0,Ci,..., cfetl), tada je
%)
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(o, Dk+1 = (o, (O, i)t= (0,1)(0,0,...,0,i) = (0,0,...,0,1) t
fc+l k+2
jer je zbog teoreme 8.13, Ck+1 = a i = 1ml = 1 azai < k+ ljea = YAj=oaAi-i = 0. jerje
bo = b\ = ... = 6fc_i = 0iao = 0. Dalje je oCevidno jer za at ~ 0 je ai(0,0,..., 1) = (0,0,..., cn) i

0- (0,0,...,1) =0. O

Skup svih polinoma nad poljem F oznacavace se sa F[l}.
Teorema 8.17 (F[t],+,-) je domen integriteta.

Dokaz se izvodi na osnovu 8.9, 8.11, 8.13 i 8.14 kao i asocijativnosti i
distributivnosti, Cija se dokazivanja ostavljaju Citaocu. Takode vaZi sledeca
teorema.

Teorema 8.18 Ako je R prsten sa jedinicom, tadaje (/i[/] +, ® prsten sajedinicom. Ako je R komuta-

tivni prsten sa jedinicom, tadaje (i?[t], +, ® komutativni prsten sa jedinicom. Akoje R domen integriteta,
tada je i (ii[t],+, ® domen integriteta. Ni za jedan prsten R sa jedinicom (it[t[, +, ® nije polje.

U daljem tekstu radice se iskljucivo s polinomima nad nekim poljem F .

Svejedno je da li ée se polinomi zapisivati sa a0+ a™x+ a2x2+ ... + anxn
ili a0+ ait + a2t2+ ... + antn, medutim u nekim knjigama uobicajeno je
da se polinom oznatava sa a0+ a\t + a2t2+ ... + antn, a njemu odgovarajuca
polinomska funkcija sa a0 + + a2+ ... + anxn.

Teorema 8.19 Teorema o deljenju polinoma. Za svaka dva polinoma S
IT 0, postoje takvi jedinstveni polinomi Q i R, daje
S=QT+R A {R=0 V dg(R) < dg(T)).

Uobicajeno je dase S = QT + R piSe i u obliku

f =Q+8 U +
Dokaz
e Ako je S = 0, tadaje —QT = R, odakle sledi Q = 0i R = 0 jer bi

u protivnom stepen polinoma na levoj strani jednakosti —QT = R bio
veci od stepena polinoma na desnoj strani.=

e AkosuS 01idg(S) < dg(T), tada oCevidno mora biti Q=0iS = R
jer bi se opet dobili polinomi razliCitih stepena na levoj i desnoj strani
jednakosti S = QT + R.
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e Akosu S HO idg(S) > dg(T), tada se uzima da je
S =30+ a\t+ a2t2+ ...+ antni T = bo+ b+ b2t2+ ... + bmtm.
Sada ¢e biti definisan konacan niz polinoma S\, S2, ..., Sk €iji su vodeCi
koeficijenti oznaceni sa +, na sledeci nacin:

S\ = S - anbmHn-mT
S2 5i - Slb-Hd - mT

Sk = SAt-sAb-HA-AT

gde je k najmaniji prirodni broj za koji ¢e biti Sk= 0 ili dg(Sk) < dg(T).
Dokazati da takav broj k postoji. Ako je Sk= 0 za neki prirodni broj
k, onda je dokaz gotov. U suprotnom slucaju je dg(S) > dg(S\), jer
su polinomi S i anb™Qn-mT ocevidno istog stepena i imaju jednake
vodece koeficijente. Na isti nain zakljucuje se daje dg(S\) > dg(S2) >

dg(Ss) > ..., Sto znali da ¢e postojati takav prirodan broj k za koji
je dg(Sk) < dg(T). Zamenom S\ iz prve u drugu jednakost, zatim
zamenom S2 iz druge u tre¢u jednakost, ...i, na kraju, zamenom Sk-\

iz Kk —1-ve u k-tu jednakost sledidaje S = QT + R, gdeje R = Ski

Q = anb-Hn~m+ S\onHAO™ - m+... + sk-\bnHd"s™ -m

Ako bi pored polinoma Q i R, koji zadovoljavaju uslove teoreme pos-
tojali i polinomi Q\ i Rvkoji zadovoljavaju uslove teoreme, tada bi se
dobilo S = QT + R i S = Q\T + R\, odakle oduzimanjem sledi da je
—Q —Q\)T = R —RXx, a odavde obavezno sledi daje R —R\ = 0 i
Q —Qi = 0 jer bi u protivnom u jednakosti —(Q —Q\)T = R —R\
bilo da je stepen polinoma na levoj strani visi od stepena polinoma na
desnoj strani. Ovim je pokazana i jedinstvenost polinoma Q i R.O

Ovaj dokaz ocevidno daje i postupak (algoritam) za efektivno odrediva-
nje polinoma Q i R, pa se zato naziva algoritam deljenja, Q je koli¢nik, a R
ostatak pri deljenju polinoma S polinomom T. llustracija na primeru

5=1- 2t+t2- t3+2t* i T=t02+t+1
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Q%4 13+ 12- 2t+ 1) (t2+ t+ 1) = 212~ 3t+ 2 + 4™

* -(2t4+ 2t3+ 2i2)
“3t3- t2- 2t+ 1 = 5 - 22T = 5i
T (3. 32- 3 Znaci,
22+ t+ 1 = +3tT= 2
T 2@+ 26+ 2)
t-1 =S2-2T =83

kolicnik je Q = 212 —3t + 2, a ostatak iZz= &= — —1

Definicija 8.20 Polinom T deli polinom S (S je deljivo saT) u oznaci T\S
ako postoji takav polinom Q daje S = QT.

Posledica 8.21 Iz definicije 8.20 direktno sledi
(T\S AS\R) =+ T\R;

(T\S AT\R) =>T\{S + R):
{T\SAS\T) = (3aeF) T = aS;
T\S =+ T\SR:

za sve polinome T, S i R iz F[t].

Definicija 8.22 Najveci zajednicki delilac polinoma S iT jepolinomW
(W=NZD(S,T)) ako

a) VKITAWAT, b) (Wi eF[t\) (Wx5AWXT) +> WXW,

Drugim re¢ima, najveci zajednicki delilac proizvoljnih polinoma S i T,
tj. NzZD(S,T) jeste polinom W koji deli i polinom S i polinom T, a svaki
drugi polinom Wi koji takode deli polinome S i T , deli i polinom W. Krade
reCeno, najveci zajednicki delilac dva polinoma je polinom najviSeg
stepena koji deli oba ta polinoma. Na primer, najveci zajednicki delitel]
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za polinome ,

a(t —3)4@C + 7)2(t —1)5(C + 13)3 i b(t- 3)2(t- 15)(t- 1)7(t+ 13)5

jeste polinom c(t —3)2(t —1)5(t + 13)3, gde su a, b i ¢ proizvoljni elementi
polja nad kojim se ti polinomi posmatraju.

Definicija 8.23 Polinomi su uzajamno prosti ako ne postoji polinom, ra-
zlicit od konstantnog, koji deli oba, tj. ne mozZe se izvuci niSta kao zajednicki
faktor iz ta dva, razli¢ito od konstante.

Koja definicija je analogna ovoj definiciji u prstenu celih brojeva, odnosno
monoidu (asocijativnom grupoidu s neutralnim elementom) prirodnih bro-
jeva?

Teorema 8.24 Postoji tatno jedan takav normalizovani polinom W da je
W -—NZD(S,T), gde suS i T takvi polinomi da je bar jedan od njih razliCit
od nule.

Dokaz Akoje S = 0AT 0, tadaje NZD(iSjT) = a~IT, gde je a vodeCi
koeficijent polinoma T. Analogan je i slucaj kadje S ~ 0 AT = 0. Neka je
sada dg(S) > dg(T). Na osnovu prethodne teoreme vazi

5 — QT+ R\ A (Ri-=oVd < dg(T))
T = QW\+R2 A (R2—=0Vdg(R2) < dg(RQ)

Rk-2 QkARk—+ Rk A (Rk =o Vdg(RK) < dg(Rk_i))
Rk-1 QkRk m

Iz prilozenog algoritma (poznat kao Euklidov algoritam) za dobijanje niza
polinoma R\ R2, ... oCevidno je da postoji prirodni broj k za koji je Rk+i = 0
ili dg(RK) = 0 jer je dg(T) > dg(Rf) > dg(R2 > ... > dg(R™i) >
dg(Ri)... Pokazade se daje Rk zajednicki delilac polinoma S i T. Iz posled-
nje jednakosti sledi RK\R¥ki, Sto na osnovu pretposlednje, implicira da je
RK\R-k-2, mmm a dalje, na osnovu druge, sledi da je Rk\T i §to, na osnovu prve,
implicira da je Rk\S. Znaci da je Rk zajednicki delilac za S i T. Dokazati
sad daje Rki najveéi zajedniCki delilac za S i T. Pretpostavimo da su kPi],S
i WI\T. Tada iz prve jednakosti sledi da je Ikj R\ Sto zajedno s drugom
implicira da je WA\R2, ..., a zajedno s pretposlednjom implicira da je WA\Rk
pa je dakle Rk=NZD(S,T), a trazeni normalizovani polinom je W = a~IRKk,
gde je a vodeéi koeficijent polinoma Rk. Jedinstvenost polinoma W jednos-
tavno se dokazuje kontradikcijom, koris¢enjem posledice 8.21. O
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Teorema 8.25 (Hornerova shema). Pri deljenju polinoma P = a0 +
apt + ... + antn polinomom t —a, dobija se koli¢nik
Q=00+ bpt+ ... + bn_itn~l i ostatak R, pri Cemu je
bn-1 = an, |m 2= An x+ an-i,..., b0O= abi + a\, R = ab0 + a0.

Dokaz lzjednatavanjem koeficijenata uz odgovarajuée stepene (tj. adek-
vatnih komponenti) dobijaju se odgovarajuce jednakosti. O

Ovaj rezultat zapisuje se u obliku sledece sheme, Hornerove sheme.

a @4 0"n-2 <. ai a0
+ Oh]-].‘i‘AM abn-2+ an-2 e e CI‘fCI + a.l ab0+ a0

I
bn— bn- 2 bn—3 L. b0 R
Definicija 8.26 Neka je 'ip funkcija koja svakom polinomu
P = (a0,a\,..., an) = a0+ a\t+ ... + antn
pridruzuje funkciju ip(P) polja F u polje F, odnosno
fj(P) :F —F takoda (Vx€ F) ip(P)(x) = a0+ axx + ... + anxn.

Funkcija ip(P), polja F u polje F, naziva se polinomska funkcija polinoma
P.

MozZe se smatrati da je n + 1-torka (a0,a\,... ,an) samo krata oznaka za
polinom a0+ a\t+ ... + antn\

Definicija 8.27 Skup svih polinomskih funkcija nad poljem F oznaCavace
se sa Vol(F).

Definicija 8.28 Nekaje F proizvoljno polje. Tada se u skupu funkcija F F =
{f\f : F —F} definiSu operacije +, mi ° na slede¢i nacin:

(Vx g F) (f+90)x) = f(x) + g(x),

(Vxg F) (fg)(x) = f(x)g(x),

(Vx GF) (f °g)(x) = f(g(x)),
zasve f ig iz FF= {f\f:F —F}.



8. Polinomi nad proizvoljnim poljima 141

Zadatak 8.29 Ako suF poljei +, m i o operacije u Ff, a +, u F[t]

da lije
a) [FF,+, ® prsten? |
b) (F[i],+, ® domen integriteta? |
c) (FF,+, ¢ domen integriteta? J_
d) (Vol{F),+,-) domen integriteta? J_ ( | <+= Vo)
e) (FF,+, o) prsten? (Distributivnost!)
f) ({fk sM-mK]fk(x) = kx,ke M}, +, 0) polje?
g) Odrediti nenula funkcije f ig iz MK takve da je
N : / ° g nula funkcija. t
<b) \+\ f> +fn }- fK(HX+ M) - +fJ) ~ k mX+ k MX - |

Napomena: Jedino operacije iz zadatka pod b) nisu definisane u skupu
funkcija FF = {f\f : F —F}, ve su sabiranje i mnoZenje polinoma.
ReSenje pod c): Ne, jer postoje delitelji nule. ZaF = M
s fO0O za xJ 3 fO0 za x 5
fX)= g % x1s 1 9(X)—{5za x=5
sledi da je / =g nula funkcija, odnosno (Vx G M)(/ =g)(x) = 0.
ReSenje pod d): Ako je F beskonatno polje, odgovor je DA, a ako je
F konacno polje, odgovor je NE, jer su nad poljem Z3 polinomske funkcije
f(x) = xig(x) = e2+ 2 nenula funkcije, a njihov proizvod jeste nula funkcija,
jer je f(x) mg(x) = x3+ 2x = 0 za svako x iz Z3= {0,1, 2}.
ReSenje pod g):
1 za xXN"2A x"™3 ., fF2 za
f(X)= 0 za x=2vx=3 AX )3 za x=4
odakle sledi daje / og nula funkcija, odnosno (Vx G M)(/ og)(x) = Q.
Ili primer, f(x) = x2—x i g(X) = sgn x2.

Domen funkcije ip iz definicije 8.26 jeste skup svih polinoma F[t], a kodomen
(skup slika) je skup svih polinomskih funkcija Vol(F), tj.

d: Ft\ Po/(F)CF1

Teorema 8.30 Funkcija tp: F[t] —=VolI(F) jeste sirjektivni homomorfizam
(epimorfizam), domena integriteta (F[t], +, 9 u komutativni prsten sa jedini-
com (Vol(F), +, ).

Dokaz Neka su P = (a0,ai,..., an) i Q = (b0, b\,..., bm) polinomi nad
poljem F i nekaje n < m. Tadaje za svako x iz F

{+ ° {n}m("



142 Algebra

ip(P+ Q)(x) —%4tto+ 0+ b\,..., an + bn, 6n+i> mee>hm)(x) —
(a0 + 60) + (ax + fei)x + ... + (a,, + bn)xn+ 6n+ixn+tl + ... + bmxm =
a0+ axx + ... + dnxn+ bo+ 6la + ... + bmxm = ip(P)(X) + ip(Q)(X) =
(ip(P) + ip(Q))(x), Sto znali daje xp(P + Q) = " (jP) +

Analogno se pokazuje i ip(PQ) = ip(P) mip(Q)- D

U teoremi 8.43 dokazace se sledece: ako je F beskonacno polje, tada je
funkcija ip injektivna, pa je F[t] izomorfan s Vol(F), Sto znaCi da se u tom
slu¢aju pojmovi polinom P i polinomska funkcija ip(P) u daljem radu mogu
smatrati istovetnim, tj. ip(P) moZe se oznaciti samo sa P i neée biti zabune
zbog pomenutog izomorfizma. Medutim, ako je F konacno polje, tada ip
nije injektivna. Na primer, ako je F = Z3 = {0,1,2}, tada se polinomi
P=(,211) =1+2t+t2+t3i Q= (1,0,1) = 1+ t2nad tim poljem sa
funkcijom ip, preslikavaju u istu polinomsku funkciju, jer se lako proverava
daje | + 2x+ x2+ x3= 1+x2identitet upolju F = Z3= {0,1, 2}. U prstenu
(Vol(F), +, @ postoje delitelji nule ako je F konacno polje. Na primer, ako
je F =2z23= (0,1, 2}, a/,g GVol(F) definisani sa f(x) = x i g(x) = x2+ 2,
tada je (fg)(x) = f(x)g(x) = x3+ 2x = 0 za svako x 6 F, to jest fg = 0,
affz0igfz0. Uopste, ako je F polje od m elemenata, tada je A\{0}
grupa u odnosu na operaciju =(takozvana multiplikativna grupa u odnosu na
mnozenje) od m —1 elemenata, pa je xm~l = 1 za svako x iz F\{0}, jer u
svakoj multiplikativnoj grupi vazi da je svaki element stepenovan ukupnim
brojem elemenata te grupe jednak neutralnom elementu (teorema 5.40), a
odatle sledi:

Teorema 8.31 Za svako x izpoljaF od m elemenata je xm= X.

Primer 8.32 Neka je f(x) = x5+ 4x + 1 polinomska funkcija nad poljem
X 012 3 4

f(x)

Da lije f konstantan polinom?

Z5. Popuniti tabelu

Definicija 8.33 Vrednost polinoma P u tacki a je vrednost njegove poli-
nomske funkcije ip(P) u tacki a. Koren (nula) polinoma P je koren (nula)
njegove polinomske funkcije ip(P).

Drugim recirna, ako je ip(P)(a) = 0, onda je a koren polinoma P.
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Teorema 8.34 (Bezuova). Vrednost polinoma P nad poljem F uttacki a,
to jest (rf>(P)(a)J, jednaka je ostatku pri deljenju polinoma P polinomom
(—,l)=t—a=—a+t

Dokaz Na osnovu teoreme 8.19 postoje jedinstveni polinomi Q i R
(R =0Vdg(R) < dg(t —«)) takvi da je
P = (t—a)Q +R odakle je zbog 8.30
ipP) = ipt—a)i/j(Q) + if(R) odnosno
iVxe F) ip(P)(x) x-nv@Q)X I R.

Treba uoCiti da se u prethodne tri jednakosti pojavljuje Sest binarnih
operacija: sabiranje i mnozenje polinoma, sabiranje i mnozenje funkcija i
sabiranje i mnozenje u polju F. Takode je R G F zbog R = 0V dg(R) <
dg(t —a) = 1, odnosno R = 0 v dg(R) = 0.

Ako se uzme da je x = a, dobija se da je

ip(P)(a) = (a —a)ip(Q)(a) + R, odnosno ip(P)(a) = R. O

Posledica prethodne, Bezuove teoreme jeste teorema:

Teorema 8.35 Polinom t —a faktor je polinoma P ( P je deljiv sat —a)
ako i samo ako je a koren polinoma P.

Dokaz Sledi na osnovu teoreme 8.34.
Na primer, polinom P = t3—6t2+ IIt —6 deljiv je polinomom t —1 jer
je 1 koren (nula) polinoma P.

Definicija 8.36 Koren a polinoma P jeste viSestrukosti k, odnosno k-tog
reda ili k-tostruki koren, ako je polinom P deljiv polinomom (t —a)k, a nije
deljiv polinomom (t —a)k+I.

Primer 8.37 Akoje P = a(t —a)3(t —(3)(t —7)2(t —S)5, onda su a, /2, 7 i
S koreni polinoma P, i to treeg, prvog, drugog i petog reda.

Teorema 8.38 Ako za svaki koren polinoma P, viSestrukosti k, vazi da je
i koren polinoma Q, ali viSestrukosti vece ili jednake k, tada polinom P deli

pohnom p-fX-rf (X-p | (f rf (X-1)(X = c?
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Koja je teorema analogna ovoj teoremi u prstenu celih brojeva? (

Na primer, svi koreni polinoma x2+ x + 1jesu ez3 i e~I-s5 a istovremeno
i koreni polinoma x10+ x5+ 1, pai2+ s + | deli polinom x10+ x5+ 1jer su
el"T i e~IC jednostruki koreni polinoma x2+ x + 1. Deljenjem se lako dobija
daje x10+ x5+ 1= (x2+ x + I)(x8—x7+ x5—x4+ x3—x + 1). Napomena:
X = (x10 = x Ax5= x2).

Teorema 8.39 Svaki polinom Pn n-tog stepena ima najviSe n korena.

Dokaz Polinom nultog stepena ocevidno ima ,,nula” korena pa je tvrdenje
tatno zan = 0. Ako Pn nerna korena, dokaz je zavrSen. Akoje n > 0i Pnima
bar jedan koren a, dokaz se izvodi indukcijom pon. Zan = 1sledi da polinom
Pi = a0+ a™t ima tacno jedan koren -aj'1a0, jer jednacina a0+ apc = 0 ima
tacno jedno reSenje u polju F, tj. tvrdenje je tatno. Pretpostavimo da je
tvrdenje tacno zan-1 i dokazimo daje tano zan. Kakoje Pn= (t—a)Qn_i
zbog teoreme 8.35 i kako je po induktivnoj pretpostavci dg(Qn_i) = n —1,
na osnovu induktivne pretpostavke sledi da Qn-i ima najvise n —1 korena,
a iz jednakosti Pn = [t—a)Qn-1 tada sledi da Pn ima najviSe n korena. O

Teorema 8.40 Polinom P nad beskonacnim poljem F je nula polinom akko
je svaki element polja F koren polinoma P.

Drugim re€ima, polinom je nula polinom, nad beskonacnim poljem, ako
i samo ako je njegova polinomska funkcija nula funkcija, tj. polinomska
funkcija je nula funkcija akko su svi njeni koeficijenti jednaki nuli (Kaze se
jos i polinom je identicki jednak nuli).
Na primer za / : M—» M vazi:

(WGR)/(X) =c+ bx+ax2=0 <s»c=0 A6=0 Aa=0.

Dokaz Neka su svi elementi polja F koreni polinoma P. Za svaki polinom
P vazidaje P =0 V dg(P) = n. Na osnovu teoreme 8.39 sledi: ako je
dg(P) = n, tada P ima najviSe n korena, Sto je kontradikcija uslovu da je
svaki element polja F koren polinoma P, jer F nije konacno polje. Znaci,
mora biti P = 0. Obratno je ofevidno. O

Vazi i teorema daje polinom P n-tog stepena nad beskonacnim poljem F
jednoznacno odreden davanjem njegovih vrednosti u n + 1 razliCitih taCaka.
Dokaz je posledica teoreme o jednoznacnoj reSivosti kvadratnog sistema lin-
earnih jednacina i teoreme o Vandermondovoj determinanti.

<NO NE  \fi 27( u 1Ao fiA ¢ g1fi FeLrtha |

f~ N3, yLx 2t™ o0
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Zadatak 8.41 Naci realne brojeve a i b, takve da je njihova razlika jednaka datom broju a, a njihov
proizvod jednak datom pozitivhom broju /2. Dokazati da je max{a, 6} koren polinoma f{x) —x2—\a\x—(3.
Da li postoji bar jo§ jedan normalizovani kvadratni polinom razli¢it od f, takav da kakvi god bili brojevi
a ib, sledi da je max{a, b} njegov koren?

ReSenje: Sistem jednaina a —b = aAab = /3>0po nepoznatima a i b uvek ima dva resenja:
(ai,bi) = +40, i{a2M) = Ma-v'a’+M Kako je u slu¢aju g > 0
max(ai, t4) = ai i max(a2,62) = a2, sledi da kvadratni normalizovani polinom ¢iji su koreni ai i 02 glasi
f(x) = x2—ax —(3, odnosno f(x) = x2 —\a\x—3. U slucaju a < 0je max(ai, 61) = 61 i max(az,62) = 62,
sledi da trazeni kvadratni normalizovani polinom ¢iji su koreni 61 i 62 iznosi f(x) = x2 + ax —/3, to jest
f(x) = x2 —\a\x —f3.

Prema tome, 7 je jedini polinom takve osobine!

Teorema 8.42 Ako je F konacno polje od m elemenata, a skupu M pripada
samo nula polinom i svi polinomi nad poljem F stepena manjeg od m, tadaje
%olinom P £ M nula polinom akko je svaki element polja F koren polinoma

Dokaz Neka P ima za korene sve elemente polja F, odnosno neka P ima
m korena. Kakoje P £ M, tj. P = 0Vdg(P) < m, sledi daje P = 0jer je
sluc¢aj dg(P) < m nemoguc¢ zbog teoreme 8.39 i uslova da P ima m korena.
Obratno je oCevidno. 0O

Teorema 8.43 Polinomi (a0, ai,..., an) i (b0,bi,..., bm) nad beskonacnim
poljem F jednaki su akko su njihove polinomske funkcije jednake. ~ F.

Drugim reCima, za polinomske funkcije f,g: M —M definisane sa (\Vx £
R)f(x) = Q+ bxx+ a\V2 i g(x) = c2+ b2x + a2x2vazidaje /= g < ci =
c2 A bi = b2 A a\= a2 odnosno
(Vx £ M)ci + bix + aix2= c2+ b2x + a2x2 =& (cl5bt, a\) = (c2,b2,a2). .

Dokaz Neka su P = (a0,a*,..., an) i Q = (60,bi,..., bm). Ako je P =
Q, onda je ocCevidno da je >(P) = ip(Q). Pretpostavimo daje n < m,
S§to ne umanjuje opStost dokaza. Neka je sada 'f(P) = ild(Q), Sto znaci

(Wxe F) ih(P)x) = if(Q)(x) <+

<+ (VX GF) a0+ a\x+ ... + anxn= b0+ bxx + ... + bmxm <>

(Mr GF) a0- b0+ (ax- bx)x +... + (an- bn)xn- bn+tlxn+l - .. .-b mxm = 0,
a odavde, zbog teoreme 8.40, sledi da je njemu odgovarajuci polinom
(@0 b0, ai b\ ..., an bn, bnli..., bm)

nula polinom, paje n = m (u protivnhom, vodeci koeficijent bm polinoma
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Q bio bi nula, Sto je u suprotnosti s definicijom polinoma) i a0 = 6g,al =
fei,..., an= bntojest P = O

Znaci, ipje bijekcija i izomorfizam dornena integriteta (F[t], +, 9i (Vol(F), +, 9
kada je F beskonano polje, pa ¢e se u tom slucaju ip(P) oznaCavati samo sa
P.

Teorema 8.44 Polinomi P i Q stepena manjeg od m, nad poljem F od m
elemenata jednaki su akko su funkcije ip(P) i if(Q) jednake, odnosno (Vx £

F) i>(P)(x) = ip(Q)(X).

Dokaz je analogan dokazu prethodne teoreme.

Sada ¢e se nenula polinomi stepena razli¢itog od nule klasifikovati na svo-
dljive i nesvodljive, tj. nula polinom i polinomi nultog stepena (konstantni
polinomi) nisu ni svodljivi ni nesvodljivi. Slede tri ekvivalentne definicije
(teoreme?) svodljivosti odnosno nesvodljivosti polinoma nad nekim poljem.
Nula polinom i polinomi stepena nula nisu ni svodljivi ni nesvodljivi!

Definicija 8.45 Polinom je svodljiv nad nekim poljem akko je jednak proi-
zvodu polinoma stepena nizih od njegovog.

Teorema 8.46 Polinom je svodljiv nad nekim poljem akko je jednak proi- |
zvodu polinoma stepena vecih od nule.

Definicija 8.47 Polinom stepena veceg od nule koji nije svodljiv, naziva se
nesvodljiv polinom.

Teorema 8.48 _
Polinom stepena veéeg od nule nesvodljiv je akko ne postoji
polinom stepena veéeg od nule koji ga deli.

U prethodnoj teoremi i definicijama podrazumeva se da su svi polinomi nad
istim poljem.

Koja je definicija analogna ovim definicijama u prstenu celih brojeva,
odnosno monoidu (asocijativnhom grupoidu s neutralnim elementom) prirod-
nih brojeva?

Ekvivalentnost teoreme 8.46 i definicije 8.45 (tj. svodljivosti), sledi iz
teoreme 8.14, koja kaze da ako su P i Q nenula polinomi, tada je dg(PQ) =
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dg(P) +dg(Q), Sto znaci da ako su dg(P) > 0 i dg(Q) > 0, onda su sigurno
1dg(P) < dg(PQ) i dg(Q) < dg(PQ), jer su svi iz N.

Ocevidno je da su svi polinomi prvoga stepena nesvodljivi nad svakim
poljem. Polinom t2 —2 svodljiv je nad poljem realnih brojeva jer je t2 —
2 = (t—\[2)(t + y/2), ali nesvodljiv nad poljem racionalnih brojeva, dok je
polinom t2+ 1 nesvodljiv nad poljem realnih brojeva, a svodljiv nad poljem
kompleksnih brojeva, jer je t2+ 1= (t—i)(t + i). Polinom t3+ 1+ 1 svodljiv
je nad poljem kompleksnih i realnih broieva. svodliiv ie i nad polieni a,
nesvodljiv je na primer, nad poljima @, Z2, .Z™ Z7 itd. (Videti teoreme 6.7
1 8749) . .o o e e e F i §~

Teorema 8.49 Neka je P 6 F[t] polinom drugog ili treCeg stepena. Tada
je polinom P svodljiv nad poljem F akko polinom P ima bar jedan koren u
poljuF. =7> SArro £A 2, i h / U \B K

Dokaz (=>) Ako je polinom P drugog ili treceg stepena i svodljiv nad
poljem F, tada je deljiv linearnim polinomom zbog 8.45 i 814 (PQ [ 0=
dg(PQ) = dg(P) + dg(Q)) i Cinjenice da su jedini naCin predstavljanja dvojke
i trojke kao zbira prirodnih brojeva: 2=1+1, 3=1+2 i 3=2+1. Kako P ima
linearni faktor, a svaki linearni polinom ima jedan koren, sledi da polinom P
ima bar jedan koren.

(+=) Ako P ima koren a, zbog teoreme 8.35 tada sledi da je t —a faktor
polinoma P, to jest P je svodljiv. O

Teorema 8.50 Svaki normalizovani svodljiv polinom moze se uvek na jedin-
stven nacin napisati kao proizvod normalizovanih nesvodljivih polinoma Ciji
redosled nije bitan. (Naravno, sve nad istim poljem.)

Koja je teorema analogna ovoj teoremi u prstenu celih brojeva?

Primer 8.51

Kako su x4+ x3+ x2+ x + 1 = (x2—2xcosi4 + |)(x2 —2xcos74 + 1)
I X4+ x3+ x2+ x+ 1= (x2—2x™MU- + 1)(x2—2x~v]~1+ 1), da li to
protivreCi prethodnoj teoremi, jer sva Cetiri kvadratna polinoma nesvodljivi
su nad poljem realnih brojeva? Videti zadatak 8.60 a).

Teoreme koje su do sada obradene vaze za proizvoljna polja F. Sledi
nekoliko teorema koje se odnose na polja kompleksnih, realnih i racionalnih
brojeva.

Evo jedne vazne teoreme koja se daje bez dokaza. Gaus je dao Cetiri
dokaza ove teoreme (1799, 1815, 1816. i 1849. godine).
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Teorema 8.52 (Osnovni stav algebre).  Svaki polinom, stepena razlicitog
od nule, nad poljem kompleksnih brojeva ima bar jedan koren u tom polju.

Teorema 8.53 Svaki polinom Pn = a0+ apt+ a2t2+ ... + antn , n-tog
stepena, zan> 0, nad poljem kompleksnih brojeva moZze se napisati u obliku

P=an(t- ti)(t t)...¢ tn),

gde je t polinom (0,1), a1\ t2,..., tn i an kompleksni brojevi, odnosno kon-
stantni polinomi.

Dokaz Na osnovu teoreme 8.52, polinom P ima bar jedan koren + iz
skupa kompleksnih brojeva, pa je zbog 8.35 P = (t —t\)Pn-i, gde je Pn-i
polinom stepena n —1. Sada se na polinom Pn-\ primeni 8.52 i dobija Pn =
(t—ti) (t—2)Pn- 2. Nastavkom ovog postupka dobija se daje Pn = (t—ti)(t—
t2) . .m(t —tn-i)P\. Kako se svaki linearni polinom moze napisati u obliku
a(t - tn), zamenom P\ = a(t - tn) u prethodnu jednakost i izjednaCavanjem
koeficijenata uz tn dobija se da je a = an, odnosno tvrdnju teoreme. O

Kao Sto je receno (p, t2,..., tn) je n-torka brojeva koji su koreni polinoma
P i ako je k broj pojavljivanja korena t, u toj n-torci, tada se kaze da je t,
koren reda k za polinom P. Videti 8.36. jm 2X

Teorema 8.54 Ako su P polinom nad poljem realnih brojeva (tj. poliom Ciji
kojeficijenti su realni brojevi) i a koren polinoma P, tada je i konjugovani
broj a koren polinoma P .

Dokaz Ako je arealan broj, jasno je daje tada a = a. Kako su strukture
polinoma i polinomskih funkcija izomorfne nad beskonacnim poljem (8.43),
onda je opravdano, samo u tom slucaju, da se fi(P) krace piSe samo sa P,
odnosno fi(P)(x) = P(x) za svako x iz tog beskonatnog polja. Neka je

P(X) = do+ a\X+ a2x2+ ... + anxn= an(x X\)... (x xn), tada je
P(X) = og+ a\x+ ax2+ ... + = P(x) = an(x X\)... (x xn),

paje P(x) = P(x) = an(x —x\)... (x —xn) = an(x —x\)... (x—xn), odakle
je oCevidno da P(a) = 0 implicira P(a) = 0. Videti 741 7.6. O

Teorema 8.55 Svaki pohnom P = a0+ a\t + s+ antn nad poljem realnih
brojeva, moze se napisati u obliku proizvoda polinoma stepena nizih od 3, Ciji
su koeficijenti realni brojevi.
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Dokaz Na osnovu teoreme 8.53 polinom P moZe se napisati u obliku P =
an(t —ti)(t —t2) e==(t —tn), gde su t\, t2,..., tn kompleksni koreni polinoma
P. Medutim, ako je a koren polinoma P nad poljem realnih brojeva, tada
je i o koren polinoma P, pa ako se pomnoze polinomi (t —a) i (t —a),
dobija se polinom t2 —2Re(a)t + \a\ Ciji su koeficijenti realni. Nastavi li
se taj postupak dokle god u polinomu P = an(t —ti)(t —t2) ... (t —tn)
ima kompleksnih brojeva koji nisu realni, oevidno ¢e se dobiti polinom P u
obliku koji tvrdi teorema

P = an(t2+ pit + qi)... (t2+ pkt + gk)(t - tri)... (t - trm),

gde su pi,qi, tr itr, £ {ti,t2,...,tn} zasvakoi = 1,2,... ,Kij
1,2,... . m. O

Zaokruziti tatan odgovor: . 6o
UVBK C-OtfP, (rj'¢ tiocr-k) fifr 1 /[tB’AlJ

Test 8.56 Akosuf £ f(eia) = 0 ia G8 \{kn\k £ Z}, tada:
meia\f(x); b) x2—xcosa + I\f(x); X2+ xcosq + | /(+);
x —e~ia\f(x); e) x2+ 2xcosa + I\f(x); X 2xcos0 + | f(x)-

I COMP, | P-BAL
Test 8.57 Akosuf £ M.X], f(eia) = 0 *a £ R, tada:
aj_x —eia\f(x); b) x2—xcosa + I\f(x); c)x2+ xcosa + | f(x);
d) x —e~ia\f(x); e) x2+ 2xcosa + 1\f(x); f)x2—2xcosa + 1 f(x).

Videti teoreme 8.38 i 8.54.

Zadatak 8.58 Odrediti presek skupa stepena svih nesvodljivih polinoma i
skupa stepena svih svodljivih polinoma nad poljem realnih brojeva.

+ U]
Zadatak 8.59 Odrediti presek skupa stepena svih nesvodljivih polinoma i
skupa stepena svih svodljivih polinoma nad poljem kompleksnih brojeva.

td n { = 0 '
Zadatak 8.60 Dokazati da nad poljem realnih brojeva vazi:

a) X4+ x3+ x2+ x+ | = (x2—2xcos ~ + 1)(x2—2x cos —a+ 1). Kako
je x4+ x3+ x2+x+ 1= (x2+ \x+ 1)2—(y x)2=
= (x2+ A="x + 1)(x2+ + 1) =

= (x2—2x"~A ] I)(x2—2x-~ —1+1), to iz prvog i poslednjeg reda,
na osnovu teoreme 8.50 sledi cos’\sf = "P1
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b) x6+ x5+ x4+ x3+ x2+ x+ 1= nL-s(* ~ex7)
=(x2- 2xcos f- + I)(x2- 2xcosf + I)(x2- 2xcosf + 1).
IzjednaCavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene dobija se: cos f cos
cosf cosy + cos4fcosf = - 3
A= 1 -
cosY +cosf- +cos™ = . COS CcOSy cosy = |-
Iz ove tri jednakosti sledi rezultat pod f);

. (2fc+ 7T,
C) X6—x5+ x4—xd+ x2—x+ 1=nL-

=(x2—2xcos | + I)(x2—2xcos ™ + 1)(x2—2xcos -t + 1)
IzjednaCavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene dobija se: cos j cos
cos f cos f- + cos Af cos X = ,

cosy + cosY + cos+m= \> cos | cosyrcosy- = —|m
Zz oxe tri jednakosti sledi rezultat pod g);

d x2n—1= (x2—1)nLil("2—"xcosy + 1);

ej Smenom x5 = t lako se dobijaju svi koreni polinoma f(x), paje
f(x) = x10+ x5+ 1=nLo L2_ 2xcos ¥E7t+ 1) ;

f) Vijetovim formulama ili, joS lakSe, smenom 2x = j +t dobija se 8x3+

4x2 —4x —1 = 8(x —cos y)(x —cos f-)(x ~cos

g) Vijetovim formulama ili, joS lakSe, smenom 2x = \ +t dobija se 8x3—
4x2 —4x + 1= 8(X —cosy)(x —COSy )(X ~ cos +E

3- 722+ 14z- 7T=0<>ze (4cos2™,4cos21f,4cos2ff};
X4+ x2+ 1= (X2+ 1)2- x2= (x2+ x+ )(x2- x+ 1);
J) X4+ 1= (x2+ 1)2—(xV2)2= X2+ xV2+ 1)(x2—x\/2 + 1);

) (f MnoZenjem rezultata pod f) i pod e) dobija se
V 64Xx6 - 80x4+ 24x2- 1= 64n®=1 (X ~ cos¥) >

ReSenje
a) Kako je P(x) = x4+ x3+ x2+ x+ 1= iP(x) =0 O
O (xX6=1Ax/ 1) == x G{e” ,eizV ,ei¥ pa je

X4+ x3+ x2+ x+ 1= (x2—2xcosf + I)(x2 —2xcosT + e
d) Skup svih korena polinoma P(x) = x2n—1je

{-1,1}U{e”lke {1,2,....,n- 1}} ue~~\ke {1,2,...,n- 1}}
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Teorema 8.61 Vijetove formule. Ako je (ti, t2,..., tn) uredena n-torka ko-
rena polinoma P = antn+ a,, li”-1 + ... + a\t+ a0 stepena n nad nekim
poljem F, pri ¢emu se svaki koren t u n-torci pojavljuje tacno onoliko puta
koliko iznosi njegova viSestrukost (videti 8.36), Sto je, po Bezuovoj teoremi,
ekvivalentno sa P = an(t —ti) m(t —t2) m... =(t —tn), tada vaZi:

n

ti + t2+ ... + tn

ttn-2
t\t2 + tpz + ... + tn_itn
Lcici @n
<|<J<n
L . k&nk
tit2 ...tk + ...+ Cn-fc+l ee-tn — thtIZ"-tlk—( 1)
I<il<i2<...<*fc<n
tit2...tn = (-1)n—
n
gde sui,j, ix,i2,... ,ik elementi skupa (1,2,... ,n}.
Dokaz Kako su tx, t2, ..., tn koreni polinoma P, na osnovu 8.35 sledi

P = cinth + an-itn 1+ ... + a2zt + a0 = an(t —ti)(t —t2) ... (t —tn),

a posle mnoZzenja i izjednacavanja koeficijenata uz odgovarajuce stepene, oda-
tle sledi tvrdenje teoreme. O

Primer 8.62 Akosua4”™ 0 i
adt4 + a3t3 + az2t2 + ajt + a0 = ad(t —t\)(t —t2)(t —t3)(t —i4) , tada je .

th+ t2+ £3+ t4

ad

. «2

tlt2 + CiCs + tit™ + t2ts + t2t™ + £3/ —

a4 )
. . . . . .. al
titay, + tit2th + tit™Mti + 2Rt - - ad
tit2t3td = a_O

ad

Zadatak 8.63 Da lije 2cos koren polinoma x3 —3x —1 za svaki prost broj k veci od 3?
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Redenje Da bi se pojavili brojevi cos ~, cos”™-, ... treba naci skup svih korena polinoma z9 + 1= 0, tj.
polinoma (z3+ 1)(z6 - z3+ 1). Skup korena polinoma z9+ 1je {-1,e+]9, }, a skup
korena polinoma z6 —z3 + 1lje (etlo,etl ‘9 ,e%il'7£ }
Sledi da je z6 —z3 1= (z2- 2zcos ™ + |)(z:2 —2zcos ~ + I)(z2- 2zcos fj- + 1).

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuée stepene u prethodnoj jednakosti dobija se da je:

cos g + cos ™ + cos —m=0, cOS=COS+ + COS cOs+ + cosS+ cos Tf=~~A COs~cos cos~ =1. Na
osnovu Vijetovih pravila sledi da su cos =, cos cos ™ koreni polinoma 8y3 —6y —1, pa smenom 2y = X
sledi da su 2cos”™,2c¢c 0 s ,2co0s koreni polinoma x3 —3x —1. Jasno je da 2cos jeste element

skupa {2cos {j, 2cos 2cos ff} za svaki prost broj fc veéi od 3.

Primer 8.64 Neka je f(x) = x3+ ax2+ bx + c¢ polinom nad poljem real-
nih brojeva i neka je skup svih njegovih korena {1,2}. Tada skupovi svih
mogucnosti za a,b ic iznose a £ { }, bE{ }ickE { }.

ReSenje: af£ {—4,—5}, b£ {5,8} ic £ {2, —4}.

Nadatak=&:6”™ Neka su 1,2 i 3 svi koreni polinoma P koji je defimsan sa
P{x) = x5+ 04x4+ a3x3+ a2x2+ a\x+ ao nad poljem C. Odrediti koeficijent
uz x4 u polinomu P{x).

ReSenje: a4 £ {—8, —9, —10, —11, —12}.

Zadatak 8.66 Nekasuxi__,Xfsvirazli¢iti koreni normalizovanog polinoma P{x) = xn+an-ixn~1+
.+ a\x + ao nad poljem kompleksnih brojeva C, ¢ije su viSestrukosti redom fci, fej,... ,k(.

a) U zavisnosti od Xj i kj zaj £ {1,... ,£} izraziti n,an- 1,an-2 i ao-
b) U zavisnosti od | izraziti ao, an-i, an-2 i n ako je f¢j = Xi = i za svei 6 {1, 2,... ,1}.

Redenje: a) n = kj + k2 + mmm+ k(, an- 1 = —KiXi—k2X2—... —k(X(, an- 2 = }(fciZi +fc2nr2 + eee+
k(X()2 — | (fcix2 + fc2t] + o= . +k(X2), a0 = (—1)" -X 22 ' esesx('m b) a0 = ()N w1263 m... W],

i+ i) (2t+i 1(e-a+i)(2e+i)\2 L(Ht+n\2 U-i)t -(e>2 t-(igD) T,

an- i LCUEDEED L Bfear@er N2 L(H gz VDt ey n

sluaju P{x) = {x —1) m(x —2)2 m... m(x —£)e.

Da li vazi isto reSenje ako je u tekstu zadatka umesto polja kompleksnih brojeva C polje realnih brojeva
R? Zasto?

Zadatak 8.67 Neka je (x\,X2, mm xn) n-torka svih korena polinoma f(x) = xn + x + 1 nad poljem
kompleksnih brojeva C, pri ¢emu se svaki koren Xx; u toj n-torci pojavljuje tatno onoliko puta kolika je
njegova visSestrukost (videti 8.36). IzraCunati sumu + n_, j+jrrm

ReSenje: Skracivanjem sa x, sledi da je — 1+x_i m Kako su Xj nule polinoma /, to su 1 nule

polinoma g(x) = xn/(x_1) = xn(x~n + x_1 + 1) = 1+ xn_1 + xn. Kako su x_1 nule polinoma g, to su
1+ x_1 nule polinoma h(x) = g(x - 1) = 1+ (x- I)n_1 + (x- 1)". Kako su 1+ r?1 nule polinoma h,
tosu (1 + x-1)-1 nule polinoma

xnh(x 1)=xn 1+ (x_1- I)n_1+ (x_1- I)n)=



8. Polinomi nad proizvoljnim poljima 153

Xxn Q + (k- ”-1+ (k- I)ri)b =xn+2z(l-z)n_1+ (1- x)n.

Trazena suma brojeva + Jeste suma korena polinomazn +x (I —z)n_1+ (1 —x)n, gde
se svaki koren u toj sumi pojavljuje taéno onoliko puta kolika je njegova visestrukost, a ona je po Vijetovim
pravilima jednaka koeficijentu uz xn_1, sa suprotnim znakom, u polinomu xn + x(I —z)"-1+ (1 —x)n.
Na osnovu binomne formule lako se vidi da trazeni koeficijent odnosno trazena suma iznosi

— —I)n(n —1) + (=I)n-1n~ = (—I)n(—n + | + n) = (-1)n.

llustrovaéemo primerom kako se odreduju viSestruke nule koris¢enjem
Hornerove sheme.

Zadatak 8.68 Polinom P = t4 —2t3—t2+ 3t + 2 napisati po stepenima od
t- 2. *

ReSenje To ¢e se uraditi pomocu Hornerove sheme.

1 2 -1 3 2
1 0 -1 1 4
w2 8 7
1 4 1
1m

m

U gornjem levom uglu tabele nalazi se koren polinoma t —2 to jest 2.
Desno od njega redom su koeficijenti polinoma P, od najviSeg stepena do
slobodnog Clana. Koeficijent uz najvisi stepen, to je Ovde 1, uvek se prepisuje
ispod samog sebe. Svi ostali brojevi tabele dobijaju se tako Sto se saberu broj
koji je iznad njega i broj levo od njega prethodno pomnozen sa 2 (tj. broj
iz levog gornjeg ugla tabele). Uokvireni brojevi predstavljaju koeficijente
polinoma P po stepenima od t —2, odnosno

P=tA 2t3- 2+ 3t+ 2= (t- 2)4+ 6(t- 2)3+ lI(t - 2)2+ 7(t- 2) + 4.

Kad bi gornji uokvireni broj umesto 4 bio 0, to bi znacilo da je 2 koren
polinoma P bar prvog reda. Kada bi i prvi i drugi uokvireni brojevi od gore
bili nule, a tre¢i od gore uokvireni broj razli¢it od nule, tada bi broj 2 bio
koren drugog reda itd.

Pomocu Hornerove sheme na ovaj nacin mogu se pronaci visestruki koreni
ako su poznati koreni tog polinoma. Videti zadatak 8.72.

Drugi nacin za trazenje viSestrukih korena polinoma P nad poljem kom-
pleksnih brojeva jeste pomocu izvoda njegove polinomske funkcije (‘tp(P))'
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i odgovarajuceg polinoma P'. Dvostruki koreni polinoma P zajednicki su
koreni polinoma P i P', koji nisu koreni polinoma P". Napomenimo da
su zajednicki koreni nekih polinoma, koreni njihovog najveceg zajednickog
delioca. Lako se dokazuje sledeca teorema.

Teorema 8.69 Nula (koren) reda k > 2 polinoma P je nula (koren) reda
k —1 polinoma P'. Broj a je koren reda k polinoma P ako i samo ako je a
zajednicki koren polinoma P, P, P", ..., %a nije koren polinoma P ™ .

Dokaz Ako je a nula reda k polinoma P, to znaci da je
P(x) = (x —a)kQ(x) gdeje Q(a) "™ 0.
Izracunati izvod leve i desne strane prethodne jednakosti.
P'(x) = (x —a)k-1(kQ(x) + (x —a)Q"(x)),

odakle sledi da je a nula reda k—1 polinoma P'. Drugi deo tvrdenja teoreme
posledica je prvog dela, koji je dokazan. O

Teorema 8.70 Neka je ~ racionalan broj, gde su p i g uzajamno prosti celi
brojevi i neka su koeficijenti polinoma

P = antn+ an—tn 1+ ... + apt + @

celi brojevi. Tada, ako je  koren polinoma P, onda su p\ao i g\an.

Dokaz Kako je ” koren polinoma P, to je

(8.1)

(7) +a"_1(g) % o+ =
an— fan \pn 1+ ... + a\pgn 2+ aogn 1 = O (8.2)
anpn 1+ an-ipn 2q+ ... + a\gn 1+ ~ 0 (8.3)

gde su jednakosti (8.2) i (8.3) dobijene iz jednakosti (8.1) mnoZenjem redom
sagn~l iy . Brojan mora biti ceo jer svi ostali sabirci u jednakosti (8.2)
celi su brojevi. Kako je an— ceo broj tada an mora biti deljiv sa gjer sup i
g uzajamno prosti brojevi. Analogno se zakljuCuje da je a0 deljivsap. O
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Zadatak 8.71 Neka je P(t) polinom s realnim koeficijentima, neka su Ra i
Rb redom ostaci pri deljenju polinoma P (t) polinomima t —a i t —b i neka
je a b, Naci ostatak pri deljenju polinoma P(t) polinomom (t —a)(t —b).
Da li vazi isti rezultat ako su polinomi nad proizvoljnim poljem F?

ReSenje Ostatak pri deljenju polinoma P(t) kvadratnim polinomom (t —
a)(t —b) jeste polinom kt + n, za neke realne brojeve k i n, odnosno P(t) =
(t —a)(t —b)Q(t) + kt + n, gde je Q(t) neki polinom. Tada su

Ra= P(a) = (a—a)(a —b)Q(a) + ka + n,
Rb = P(b) = (b—a)(b —b)Q(b) + kb + n.

Izka+ n= RaAkb+ n = Rhdobija se

da R aRh bRa
a—b a—>b

kt+ n

Zbog teoreme 8.34. isti rezultat vaZzi i za polinome nad proizvoljnim poljem
F.oo

Zadatak 8.72 Naci sve vrednosti X G C za koje polinom x4 + Xx + 3 ima
viSestruke korene u skupu kompleksnih brojeva C.

ReSenje Nekaje a viSestruki koren polinoma xA+ Xx+ 3. Tada se dobija
Hornerova shema

a 1 o0 0 A 3
1 a a2 Q@XxX Xd 3
1 2a 3a2 4a3+ A

u kojoj zbog uslova zadatka mora biti a4+ Aa+ 3= 0i4a3+ A= 0, odakle
suad4=1i A= —4a3,odnosno a 6 {1, —L,i, -} i Ae {—4,4,4i, i}

Zadatak 8.73 Dokazati da postoji beskonatno mnogo polja nad kojima je
svodljiv polinom t7+ t2+ 1

.2
ReSenje Primetimo da nad poljem kompleksnih brojeva za t = el sledi
daje t7= t. To znaCi daje polinom t7+ t2+ 1 deljiv sat+ t2+ 1. Sada se
lako dobija da je

7+ 2+ 1= (t2+ t+ I)(t5- t4+ t2- t+ 1).
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Ova faktorizacija ofevidno vazi za sve polinome posmatrano nad bilo kojim
konacnim poljem ({0,1,...,p - 1},+,-), gde je p prost broj i pri ¢emu je
—1 = p —1 Ocevidno je da ova faktorizacija vazi i nad bilo kojirn poljem,
ali i nad prstenom celih brojeva.

Zadatak 8.74 Ispitati za koje je sve vrednosti nenegativnog celog broja m
polinom f(x) = (x + I)m- xm- 1 nad poljem E deljiv polinomom
a)(x2+ x+ 1)2; b)(x2+ x + 1)3.

ResSenje Con

a) Polinom (x2+ x + 1)2 ima dvostruke korene e koji moraju biti bar
dvostruki koreni polinoma f (videti 8.38, 8.54 i 8.69), Sto znaCi da el mora
biti koren polinoma 7/ i f'. Znaci

f(ez) = (e2+ I)m- (eiz)m- 1= (e«f2cosf)m- - 1=
ei2T - (eisf )2-1 =0~ ™ =enfmw =f+2kn<m=6k+ 1 S
druge strane
m—I)7r Q—
/'(e*ff) = m(elf + 1)m 1 — s " e
4+ = Zrn 1) —2kn 4+ m —1=2m —2 —6k m = 6fc+ 1.

Polinom (x2+ x + 1)2 deli / akko je m = 6fc + 1

b) Ako je el”¥ koren polinoma / i f’, tada je m = 6k + 1. Isto tako, ako
je elff koren polinoma f", tada mora biti m = 6k + 2, sto znaci da polinomi
(x2+ x+ 1)3, /, f if" nemaju zajednicki koren, pa polinom / nije deljiv sa
(x2 x 1)3ni zajedno m.

Zadatak 8.75 Ako je P(x) = x8- x7+ x5- x4+ x3- x + 1 polinom nad
poljem realnih brojeva M, tada je
P(x) = (x2—2xcos |f + I)(x2—2xcos + 1)

(x2- 2xcos ff + 1)(x2- 2xcos + 1). Dokazati.

ReSenje Videti 8.60 odnosno koristiti identitet
XW+ X5+ 1= (X2+ x + 1)(x8- x1 + X5- x4+ xs- x + 1).

Zadatak 8.76 Dokazati da je
Xa- X7+x5- x4+x3- x+1>

. 277T,,., 2 47TwW1 2 87\ ,n 2
(l-cos”™ ) (1_COS 15)(1_cos i5)(1_COS +5~)

Redenje f{x) = x2- 2xcosy] + 1> 1- cos2y], jer teme parabole f njen je minimum.
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Zadatak 8.77 Dokazati da je

/—5-j ) e [ —— “ . T ziy . w7 . ofT
Vi - x"+x°— +xd—z+I1> sm— sm — sm —_ sin —
15 15 15 15

Zadatak 8.78 Dalije polinom P(x) = x8—x7+ x!—x4+ x3—x+ 1 deljiv polinomom x2—2xcos ~ +17?

Zadatak 8.79 Da li polinom P(x) = x8 —x7 + x5 —x4 + x3 —x p 1 ima realnih korena?

Zadatak 8.80 Faktorisati polinom P(x) = x8+ x6+ x4+ x2+1 nad poljem:
a) realnih brojeva, b) racionalnih brojeva:

b) Prvo reSenje

P(X) = X8+ X6+ X4+ X2+ 1= (XA+ X2+ 1)2—(x3+ X)2= ..
—x4+ X3+ X2+ X+ I)(x4—X3+ X2—X+ 1).

Drugo reSenje P(x) = (x5- )(x5+ 1) =

-przi(x ~ 1)(x4+ x3+ x2+ x + I)(x + 1)(x4—%x3+ x~—x + 1)=
=(x4+ x3+ m2+ x + 1) (x4 —x3+ x2—x + 1).

NadatakcSIKIl Ako jednaCina f(x) = x3+ px + g = 0 ima tri realna i
"razliita reSenja zap,q G M tada je 4p3+ 2792 < 0. Dokazati. Napomena:
D = —4p3—2792 naziva se diskriminanta polinoma f .
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Poglavlje 9
KONSTRUKCIJA POLJA

Bilo koje konacno polje, izuzev polja (Zp, +, <), moZe se konstruisati polazedi
od skupa polinoma F[t] nad nekim poljem F i definisanjem neke relacije
ekvivalencije u skupu F[t], koja je i kongruencija s obzirom na operacije +
i =« Faktor struktura, tako dobijena, gde su njene operacije definisane kao u
teoremi 5.32, biée to polje (odnosno polje izomorfno tom polju).

Polazeéi od polja (Zp,+, =), za svaki prost broj p konstruiSu se sva ostala
konacna polja!

Teorema 9.1 Relacija =p definisana u skupu svih polinoma F[t] kao
(VQ,S e F[t])) Q=PS 4+ P\Q-S

jeste kongruencija u odnosu na sabiranje i mnozenje polinoma, gde je P neki
nenula polinom iz F[t],
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Dokaz

Znaci, Qi S su u relaciji =P ako i samo ako je njihova razlika deljiva sa
P, to jest akko polinomi Qi S imaju iste ostatke pri deljenju polinomom P.

Relacija je refleksivna jer je Q =p Q m> P\Q —Q <+ P]0 <>tacno.
Simetricnost sledi iz Q =P S = P\Q—S = PISI—Q = S =p Q.
Relacija je tranzitivnajer (Q =PSAS =p R) = (P\Q—S AP\S—R) =
P\Q —R = Q =P R. Relacija =P jeste relacija ekvivalencije. Relacija =P
je kongruencija u odnosu na sabiranje i mnozZenje polinoma, jer je
Q@Q=PSAR=PT) = (P\(Q-S) AP\(R-T)) =
P\(Q+R)- (S+T)) = Q+R=PS+Tkaoi (Q=PSAR=PT) =
(P\Q- SAP\R- T) = (P\(QR —SR) AP\(SR —ST)) =
P\(QR—ST) => QR =P ST. Klasa ekvivalencije, s obzirom na relaciju =P
kojoj pripada polinom Q, oznacice se sa [Q\ a faktor skup sa F[t]/=p. O

Teorema 9.2 Uredena trojka (F[t]/=p, +, 9 komutativni je prsten s jedini-
com, gde su operacije + i =definisane sa

(VQ,S € F[t\) Q@+ PF=Q+P * [QIP]= [QP]

Dokaz Operacije + i *su logic¢ki dobro definisane zbog teorema 5.32 i
9.1. Asocijativnost operacija + i esledi iz ([Q] + [P]) + [P] = [Q+ P] + [S] =
[(QR+R)+S = [Q+ (R+98)] = [Q+ [R+ S = [Q+ ([F] + [S]) i
([<3IFIDIST = [QI?I[S] = 1(<?f)S] = 1Q(HS)] = [«][RS] = [«]p][S]), gde su
koriS¢ene definicija operacija u skupu F[t]/=p i asocijativhost operacija + i =
u skupu polinoma F[t], Analogno se dokazuju komutativnost operacija + i i
distributivnost operacije =u odnosu na operaciju + skupa F[t]/=p. Neutralni
element za operaciju + jeste [0], odnosno klasa kojoj pripadaju svi polinomi
deljivi sa P koja se moZe oznacavati i sa [P], pa je znaCi 0 = [0] = [P].
Neutralni element multiplikativne operacije jeste [1] jer [1][Q] = [1-Q] = [Q].
Inverzni element, s obzirom na operaciju + uvek postoji jer je [Q] + [Q] =
R+ (-Q)=0=[/P]=(®)=0 0O _

Prirodno pitanje koje se sada postavlja jeste da li za neke polinome P G
F[t] prsten (F[t]/=p,+, @ jeste polje.

Teorema 9.3 Ako suF konacno polje i P nesvodljiv polinom, tadaje (F[t]/=p
polje.

Dokaz U jednoj klasi faktor skupa F[t]/=p nalaze se svi polinomi koji
imaju isti ostatak pri deljenju polinomom P, pa je i sam taj ostatak element
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te klase. Kako je svaka klasa ekvivalencije jednoznatno odredena bilo kojim
svojim elementom, to ¢emo se dogovoriti da svaku klasu reprezentujemo,
zapisujemo tim njenim ostatkom. To znaci da ako je polinom P = a0+
a\M + ... + antn n-tog stepena, onda je faktiCki konstruisana bijekcija koja
svakoj klasi pridruzuje pomenuti ostatak pri deljenju sa P odnosno polinom
R —bo+ bit+ ... + bktk gde je k < n—1. Zbog toga ¢e broj elemenata faktor
skupa F[t]/=p biti jednak broju svih polinoma R = bo+ M + ... + bktk, gde
je k< n—1igdesuhobi,..., 6n-i elementi skupa F. Ako je F konaCan
skup sa p elemenata, tada ¢e skup svih polinoma R = b0+ b\+ ... + bktk,
gde je k < n —1, imati pn elemenata (varijacije od p elemenata n-te klase),
to jest skup F[t]/=p je konacan i ima pn elemenata (klasa).

Kako je {F[t]/=p, +, @ konatan komutativni prsten sa jedinicom, treba jos
samo dokazati ne postojanje delitelja nule, jer ¢e tada trojka (F[t]/=p,+, 9
biti konani domen integriteta, a zbog teoreme 6.6 bi¢e polje. Ne postojanje
delitelja nule sledi iz 0 = [Q][S] = [5%9] P\QS +a P\Q V P\S =+ [Q] =
0 V [Al = 0, gde je koris¢eno da ako P deli QS, tada zbog nesvodljivosti
polinoma P sledi da P deli Qili P deli S. O

Primer 9.4 Zaokruziti brojeve za koje je prsten (Z3[t]/P, +, 9 polje:
1) Pt)=t+2 2) P(t)=t2+1 3) Pt)=t2+t+ 1
4) P(t) =t3+t+ 1 5) P(t) = tX®B+ 1

Primer 9.5 Zaokruziti brojeve za koje je prsten (Z5[¢]/P, +, 9 polje:
1) p(t) = t3+4t2+t+ 2 2) P(t) = t2+ 4

Teorema 9.6 Uprstenu (jF[t], +, ® svaki idealje glavni ideal, za svaki idealT ~ (0) postoji takav polinom
P daje T skup svih polinoma deljivih sa P odnosno | = (P) Videti 6.13 i 6.14.

Dokaz Neka je P polinom najmanjeg stepena u idealu T ~ (0) (jer T = (0) je oCevidno glavni ideal) i
neka je Q proizvoljni polinom iz I. Tada na osnovu teoreme 8.19 sledi da postoje takvi polinomi S i R
daje Q=PS+R A (R=0Vdg(R) < dg(P)).

Kako su Qi P izl, tojei R = Q —PS takode iz T, pa je nemogu¢ slu¢aj dg(R) < dg(P) jer smo
pretpostavili da je polinom P najmanjeg stepena iz T, tj. mora biti R = 0. Znadi, Q = PS za proizvoljni
polinom Q iz T, tj. T = {PS\S € F[t]} = [P], O

Kako su u prstenu (F[t],+,-) svi ideali glavni, to je svaki ideal skup svih polinoma deljivih nekim
fiksnim polinomom. Na osnovu definicije 6.14 je jasno daje [F] = (P). Na primer, skup svih polinoma
nad poljem F deljivih sa t2 + 1 neki je ideal prstena (F[f], +, m).

Definicija 9.7 Ideal T F[t] prstena (F[t],+, ® maksimalan je ideal ako za svaki ideal M D | vazi
M =TiliM =F[t],

Teorema 9.8 Ako je P nesvodljiv polinom prstena (F[f],+, <), tada je (P) maksimalni ideal.
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Dokaz Ako je P nesvodljiv polinom, tada je (P) m F[t] jer je (P) — F[t] ako i samo ako je P
konstantan polinom. Neka je ideal M Q (P). Kako je na osnovu teoreme 9.6 u prstenu (F[t], +, < svaki
ideal glavni, to je M = (Q) za neki polinom Q e F[t\. Zna¢i, (Q) 3 (P) Sto govori da postoji takav
polinom S G F[t] daje P = QS, a zbog nesvodljivosti polinoma P to znaci da je polinom Q konstantan
polinom ili daje S konstantan polinom, §to po definiciji 6.14 znaci da je (Q) = F[t] ili (Q) = (P), a dalje
po definiciji 9.7 sledi da je (P) maksimalan ideal. O

Teorema 9.9 Ako je P GF[t] nesvodljiv polinom, tada je (P[t]/=p,+, 9 polje.

Dokaz Teorema 9.2 tvrdi daje (F[t]/=p,+, 9 komutativan prsten sajedinicom. Treba samo dokazati
da za proizvoljni [Q] £+ 0 = (P) iz prstenaF[t]/=p, s obzirom na operaciju mnoZenja postoji njemu inverzni
element. Jasno je da Q 0 (P) jer bi inace bilo [Q] = 0. Skup polinoma X = {QS + T|S € P[t] AT e (P)}
jeste ideal prstena P[t] (pokazati!). On sadrzi maksimalni ideal (P). (ldeal (P) je maksimalan zbog
teoreme 9.8) i razli¢it je od ideala (P), pa na osnovu definicije 9.7 sledi | = P[t]. Znati, postoje takvi
polinoiiii S e P[t] i T £ (P) daje QS+ T = 1 odnosno QS = 1—T, §to implicira [QS] = [1 —T] <>
[QI[S] = [1] jer je T & (P). Kako smo za proizvoljni [Q] 720 pronasli njemu inverzni [S], to je dokaz
zavrsen. O

Ako je p prost broj, tada je (Zp, +, @ polje, kao Sto je dokazano u teoremi
6.7. Neka je P nesvodljiv polinom stepena n nad poljem Zp, tj. P = a0+
ait+ ... + antn. Tada (Zp[t\VV=P,+, 9 jeste polje na osnovu 9.3. Elementi
skupa ZP[t\/=p jesu klase ostataka pri deljenju polinomom P, tj. ako se za
reprezenta klase uvek uzme polinom najnizeg stepena iz klase, odnosno ba$
ostatak, to ¢e biti polinom stepena ne veceg od n—1. Zbog toga Ce se klasa [Q]
oznaCavati samo sa Q ako je Q polinom najmanjeg stepena iz klase [Q]. Znaci,
polje Zp[t]/=P imace onoliko elemenata koliko ima polinoma stepena ne veceg
od n - 1s koeficijentimaizZp= {0,I,...,p-1}. PoSto je polinom stepena
ne veceg od n —1 odreden kada na n mesta odredimo njegove koeficijente, to
¢e naSe polje imati pn elemenata (varijacije od p elemenata n-te klase). Sada
je ocevidno sledece: ako se Zeli konstruisanje polja od p" elemenata, gde je
p prost broj a n bilo koji prirodan broj, treba pronaéi bar jedan nesvodljiv
polinom P stepena n nad poljem Zp = GF(p) i formirati skup Zp[t]/=p,
odnosno polje (Zp[t\/=P, +, =). Ako se za F uzme polje racionalnih brojeva, a
za polinom P uzme t2 —2, tada je polje (F[t]/=p,+, 9 polje iz zadatka 6.16
(odnosno njemu izomorfno polje). Ako se za F uzme polje realnih brojeva a
za polinom P uzme t2+ I, dobija se (F[t]/=p,+, 9 polje kompleksnih brojeva.

Ako je P = t2—2, tada Ce se skup F[t]/=p oznacavati sa F[t]/(t2-2)- Lako
se vidi da je Q[f]l/(©2-2) = {a + b\f2\a E Q Ab€

Zadatak 9.10 Napisati Kejlijeve tablice operacija + i mza polja sa 4,8 i 9
elemenata.
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ReSenje Za konstrukciju polja od Cetiri elementa potrebni su polje (Z2,+, 9
i nesvodljiv polinom t2+ t+ 1 nad tim poljem (teorema 8.49), pa su Kejlijeve
tablice polja (Z2[t])/itz+t+1), +, )

+ 0 1 t t+1 0 1 t t+1
0 0 1 / t+1 0 0 O 0 0
1 1 0o /+1 t 1 0 1 t t+1
t t t+1 O 1 t 0 / t+1 1
t+1 t+1 t 1 0 t+1 0 t+1 1 t

Polje sa osam elemenata je (Z2[/)//(t3++i),+, =), jer je polinom B3+ /+ 1
nesvodljiv nad poljem (Z2,+, 9 (8.49). Zbog kradeg zapisa u tabeli ovog
polja, polinom t2+ t+ 1 oznaCava se sa T. Kejlijeve tablice:

+ 0 1 t t+1 2 2+1 22+t T
0 0 1 t t+1 2 t22+1 2+t T
1 1 0 t+ 1 t 2+1 t2 T 02+t
t t t+ 1 0 1 0+t T 2 t©2+1

t+1 t+1 t 1 0 T 2+t 2+1 ©
t2 2 t2+1 2+t T 0 1 t t+ 1

2+1 t©2+1 t2 T 2+t 1 0 t+ 1 t

?+t t2+1 T i2 t2+1 t t+1 0 1
T T 0?2+t 2+1 LR t+ 1 t 1 0

0 1 t t+1 t2 12+1 2+t T

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 t t+1 L2 2+1 2+t T

/ 0 t t2 02+t t+1 1 T 2+ 1
t+1 0 t+1 2+t t2+1 T i2 1 /

2 0 i2 t+1 T 2+t t 2+ 1 1
t2+1 0 AR2+1 1 2 t T t+1 t2+/
2+/ 0 2+t T 1 2+1 t+1 t V/

T 0 T 2+ 1 t 1 2+t t2 t+1

Polje sa devet elemenataje (Z3[t]/(t"+i), +, *), jer je polinom 2+ | nesvodljiv
nad poljem (Z3,+, 9 (8.49). Napisite sami Kejlijeve tablice!

Evo jo§ nekoliko osnovnih definicija i teorema, bez dokaza, koje bi se mogle izvesti na osnovu dosad
izloZzenog. Sli€no definiciji potprstena definiSe se i potpolje polja.

Definicija 9.11 Podskup K polja F je potpolje polja F ako je K polje u odnosu na restrikcije operacija
polja F.
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Definicija 9.12 Polje F je proSirenje polja K ako je K potpolje polja F.
Na primer, polje racionalnih brojeva potpolje je realnih brojeva.
Definicija 9.13 Presek svih potpolja polja F naziva se prosto potpolje polja F.

Teorema 9.14 Prosto potpolje polja F izomorfno je ili polju (Zp,+,-) za neki prost broj p ili polju
racionalnih brojeva (Q, +,®)*

Definicija 9.15 Ako je K potpolje polja F i S C F, tada je K(S) najmanje potpolje polja F koje sadrZi
K i S. Akoje S = (xi,x2,.mmxn} ili S = {x}, tada K(S) zapisujemo kao K(x1,x2,...,Xxn) odnosno
K(x).

Polje K(x) nazivamo ekstenzija (proSirenje) polja K elementom x.

Definicija 9.16 Element x iz F je algebarski nad potpoljem K polja F ako postoje takvi ao,ai,..., an £
K dajeaO+a\x+ ... +anxn=0i (a0,ai,...,an) [ (0,0,...,0). Polje F je algebarsko proSirenje polja
K ako je svaki element iz F algebarski nad K.

Na primer, s/2 iz polja realnih brojeva je algebarski nad poljem racionalnih brojeva, jer je \[2 koren
poiinoma P = t2 —2 odnosno polinomske funkcije tp(P)(x) = x2 —2.

Definicija 9.17 Ako je x iz polja F algebarski nad njegovim potpoljem K, tada minimalni polinom

elementa x jeste normalizovani polinom iz K[t\ najmanjeg stepena Ciji je koren element x.

Teorema 9.18 Neka je x element polja F i neka je x algebarski nad potpoljem K polja F. Tada je
minimalni polinom P elementa x nesvodljiv nad poljem K, polje K[t]/=p je izomorfno polju K(x) i
svaki element polja K(x) moZe se jednoznatno predstaviti u obliku a0+ a\x + ... + an_ixn_1, gde su
a0,ai,...,an_i £ K.

Na primer, polje (Q[t]/((2_2>+>") izomorfno je polju ({a + 6v2]a b £ Q}, +, ).

Tu je x = y/l2. Ovo polje oznatava se sa Q(\/2) i naziva ekstenzija (proSirenje) polja racionalnih
brojeva Q elementom \f2. Ovo proSirenje je algebarsko. lzomorfizam je funkcija koja klasi [a + bt] iz
Q[t]/((2_2) pridruZuje a + bV2.

Polje (QM/(t3_2),+, ® izomorfno je polju ({a + b\[2 + c\/4]as6,c £ Q}, +, -).

Tu je x = &2, a izomorfizam je funkcija koja klasi [a + bt f cf2] pridruzuje a + bB\\2+ c[4. Ovo
proSirenje takode je algebarsko.

Teorema 9.19 Svako kona¢no polje ima pn elemenata gde su p prost broj i n prirodan broj. Vazi i
obratno. Za svaki prost broj p i svaki prirodni broj n postoji polje od pn elemenata.

Teorema 9.20 Multiplikativna grupa konaénog polja je cikli¢na.

Na primer, u polju (Z7,+, < generatorni element je 3, a u polju sa devet elemenata t + 1.



Poglavlje 10
DETERMINANTE

Da bi se definisale i prouCile determinante, potrebni su osnovni pojmovi o
permutacijama, pa se prvo daje definicija permutacije i neke od osnovnih
teorema u vezi s permutacijom.

PERMUTACIJE

Pri definisanju funkcije reCeno je daje permutacija nekog skupa bijektivha
funkcija toga skupa u samog sebe. Na primer, sve permutacije odnosno
bijekcije skupa S = {1, 2, 3} su:

° x Tkitenj'e skifp afiicTu(hdIn rdlabijdSii) 0idsC)ti pf'efhjtfijj'm zapi-
sivanju prva vrsta izostavljati jer se podrazumeva da su u njoj svi elementi
skupa S u redosledu saglasno relaciji < (tj. 123...n) i permutacija ¢e sada biti
zapisana samo s drugom vrstom. Na primer, a\ = 231. Znaci, permutacija
skupa S = {1,2,..., /} bice isto koliko i razli¢itih nizova od n elemenata
skupa S u kojima se svaki element skupa S pojavljuje tatno jedanput, a kao
Sto je poznato, njih iman! = 1e2 e .. mn.
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Evo joS nekoliko nacina zapisivanja permutacije:

: {1,2, 3,4,5} —>{1,2,3,4, 5}
3, X2 =5 <r(3) =154 =4, cr(5) = 2, tojest

na primeru  <r(l)

<= (nN357M2) = 35142 = 13’5°3'4’2] = [a(4)’a(2)’a(3)’™ 4)’a(5)]-
Skup svih permutacija skupa S = {1,2,..., n} oznatavace se sa Sn. Od
sada Ce se raditi samo s permutacijama skupa S = {1,2,..., n), i to se vise

ne¢e naglaSavati. Ocevidno je da (Sn,0) jeste grupa, gde je o
kompozicija funkcija (permutacija) iz skupa Sn.

Definicija 10.1 Ako su i < j i a(i) > a(j), tada se uredeni par
(a(i),a(j)) naziva inverzija permutacije a. Broj svih inverzija permutacije
a oznacice se sa Inva.

Prema tome, Inva = [{(er(2), a(j)) \i <j Aa(i) > er(j}I

Na primer, broj svih inverzija permutacije a = 35142 dobija se tako Sto
se broje sve cifre desno od trojke koje su manje od tri kojih ima 2, desno od
petice i manjih od pet ima 3, desno od jedinice manjih od jedan ima 0, desno
od Cetiri manjih od cetiri ima 1 i desno od dvojke manjih od dva ima 0, to
jest ukupno ima 2+3+0+1+0=6 inverzija. Sada je jasno da vaZzi:

Lema 10.2
Inv[m,cr(2),..., a(n)] = m —1+ Inv[a(2), cr(3),..., cr(n)].

Ako je (a(i),a(j)) inverzija permutacije a, tada se za a(i) i cr(j') kaze
da ucestvuju u inverziji (a(i),a(j)). Ako je broj Inva paran, permutacija
a senaziva parna, a u suprotnom neparna. e

Kako svakom slm{hi'A[17J} jednoznacno odgovara skup {cr(i), cr(j)}, pri
zadatoj permutaciji a, to vazi

ier sada svaka razlika i —j iz imenioca ima sebi odgovaraju¢u razliku u
brojiocu s kojom je po apsolutnoj vrednosti jednaka, pa je — po
apsolutnoj vrednosti jednako 1, a ofevidno je da ¢e znakova —biti isto koliko
i inverzija, jer su svi imenioci negativni.
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Za permutaciju a = 35142 imamo da je:

TT ™0 r_ ~4%_ \_
Kj '_J7
3 -5 3-1 3-4 3-2 5-15-45-2 1-4 1-2 4-2

“1-2'1-3'1-4'1-572-3 '2-4 '2-5"3-4 '3-5 "'4-5"

Definicjja 10.4, Transpozicija je permutacija koja sve elemente skupa S preslikava u same sebe, izuzev
elemenata i i j (i~ j), doki preslikava uj, aj preslikava u i.

Ako je r transpozicija, tada postoje dva razli¢ita elementa, i i j iz skupa S takva da su r(i) = j,
T(j) = i, dok za svako k  {i,j} vazi r(k) = k.
Evo nekoliko primera transpozicija:
/'12345678\ /12345678\ 412345678\ _/12345678\
123756487 *  \15342(i78/ ’ 97126453787 V21345678/"

Definicija 10.5 Ako se permutacija p dobija kompozicijom permutacije a i transpozicije t, tada se kaze
da se permutacije p i 0 razlikuju za transpoziciju.

Drugim re€ima, p i 0 se razlikuju za transpoziciju ako i samo akoje p = 0o or (tojest o = por). To
se moZe zapisati na sledeci nacin:
o(k) za k~{i,j}
p(k) = za fc=i
o(i) za k=j
ili
1 2 ... i ... j .. n ( 1 2 ..
<(1)(t(2) ... 0(1)... a(j)...cr(n) 1 P=\ o(l)o(2)...0"

Teorema”™lO.6 Permutacija a i njoj inverzna permutacija a 1 iste su pamosti.

Dokaz
o g-17)) - o~1(a(j))
i<j A4 =@ 153 a0- o)

Ako se uvede smena <r(i) = m io(j) = k, tada se u razlomku — — — moZe smatrati daje m < Kk,
jer ukoliko nije m < k, proSiri¢e se taj razlomak sa —1, pa je

Inv c n I(m) —0 X(fc)

(- 1) o=

m<k

Posmatrano na primeru 10.3 to izgleda ovako. Uzme se prvo recipro¢na vrednost celog proizvoda, jer je
njegova apsolutna vrednost 1, pa se vrednost neée promeniti. Zatim drugi, ¢etvrti, peti, Sesti, sedmi i
desti razlomak prosiri se sa -1 i dobija da je proizvod tih razlomaka jednak proizvodu:

1-2 3-1 1-4 5-13-2 4-2 5-2 3-4 3-5 5-4

3-5 1-3 3-4 2-3 1-5 4-5 2- 51-4 1-2 2-4
u kojem se, ako se promeni redosled faktora (razlomaka), dobija:

3-5 3-1 3-4 3-2 5-1 5-4 5- 21-4 1-2 4-2

1—21—3 1—4 1—5 2—3 2—4 2— 53—4 3-5 4-5

a to je jednako (—)Inva
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Teorema 10.7 Ako se permutacije razlikuju za transpoziciju, onda su one razlicite parnosti.
Dokaz Posmatrajmo permutaciju cr.
g = <r(2),..., cr(i), mmm <(j),..., a(n)]

Uzeto je daje i < j, $to ne utiCe na opStost dokaza. Uzece se jo$ da je cr(i) < tr(j), jer je u suprotnom
provera slicna. Ako sada cr(i) i a(j) zamene mesta, dobija se nova permutacija koja se razlikuje od
polazne za transpoziciju. Razmatraju¢i sve moguce slucajeve pokazate se da su ove dve permutacije
razli¢ite parnosti. Uociti neki element a(l) i izvrsiti podelu na sledeée slucajeve:
e I<iilij <l
U ovom slucaju, posle zamene mesta elementima a(i) i a(j), broj inverzija u kojima ucestvuje
a(l) oevidno se ne menja.

e i<l<j

- - oa(l) <cer(i) < <j()
Kako (cj(i), a(l)) jeste inverzijai (§ (2),a(j)) nije inverzija, a posle zamene mesta elementima
a(i) ia(j) dobijase da (a(j),a(l)) jeste inverzijai (a(l), a(i)) nije inverzija, sledi da se broj
inverzija u kojima ucestvuje a(l) nije promenio.

- a(i) <a(i) < a()
U ovom slucaju se proverava, analogno prethodnom slucaju, da se broj inverzija u kojima
ucestvuje a(l) nije promenio.

- a(i) <a(l) <a())
U ovom sluc¢aju broj inverzija posle zamene mesta elementima <j(i) i a(j) poveéava se za 2,
odnosno parnost se ne menja.

Za svako | 0 {i, j} sledi da broj inverzija u kojima ucestvuje a(l) ne menja parnost zamenom mesta
elementima a(i) i a(j). | najzad, kako (a(i), a(j)) nije inverzija, a posle zamene mesta elementima <j(i)
i a(j) dobija se da (a(j),a(i)) jeste iverzija, sledi da se parnost broja inverzija promenila posle zamene
mesta elementima a(i) i a(j). O

Neka se permutacije a i p razlikuju za transpoziciju r, gde su r(i) = j, r(j) =i, a za svako k &{i,j}
je r(fc) = fc, to jest

=B, <2 ... .<ji),... §(/), me=0-(i), mm=,<2(n)]
p=[k(1),52)....a(J),..., a(l),..., a(i),..., a(n)].

|1z dokaza prethodne teoreme vidi se da se brojevi inverzija permutacija a i p razlikuju za 2fc+ 1, gde
je k broj elemenata a(l) koji su po mestu (lokaciji) izmedu a(i) i a(j) a po veli¢ini izmedu a(i) i a(j),
odnosno fc= Card{a()\i <1 <j A a(i) < a(l) < a(j)}.

U poglavlju ,,Matrice i linearne transformacije” data je definicija
matrice 16.1. Sada sledi definicija determinante.

Definicija 10.8 Determinanta u oznaci det jeste funkcija koja preslikava
skup svih kvadratnih matrica u skup F , gde je F polje nad kojim su defimsane
te matrice. Neka su A = [aij]Jnn proizvoljna matrica i n proizvoljan prirodni
broj. TadajedetA, redan, definisana kao:

det : M nn —F detA = (—1) Invaaia(l)a20(2) mmm: ncr(n)

creSn
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Kao §to je ve¢ reCeno, Sn je skup svih permutacija skupa S = {1,..., n},
odnosno skup bijekcija skupa S u skup S, Inva broj svih inverzija per-
mutacije <, a A4nn skup svih kvadratnih matrica reda n. UobiCajene su
sledece oznake za det A odnosno det[ajj]nn:

onn 012 . - oin ol 012 - - oin
. 021 022 . = ann 021 022 - = ann

det A= detiajj [nn= det =
anl an2 - E amM ani an2 - e om

Ekvivalentna definicija determinante data je na kraju odeljka rang ma-
trice i inverzna matrica (pretposlednji pasus).

U ,,geometrijskoj interpretaciji”’ova definicija moZe se opisati slede¢im tek-
stom:

Odabere se proizvoljan element prve vrste matrice A, zatim proizvoljan el-
ement druge vrste matrice A, ali da nije u istoj koloni s prethodno odabranim
elementom.

all 012 ®13 ol4 Oln

021 022 023 024 a2n

A= 031 032 033 034 0o3n
T 04 042 043 oM 04n
ani an2 on3 on4 an

Zatim se odabira proizvoljan element tre¢e vrste matrice A koji nije ni u
jednoj od kolona u kojima se nalaze prethodno odabrani elementi. Nas-
tavkom ovog postupka do kraja dobija se n elemenata matrice A. Sve
njih pomnoziti i to je jedan sabirak trazene sume, odnosno to je element
0101(1)020Y2) *==orCli(N) (u naSem primeru to je 0120210330411... ar¥), gde je
al ¢ Sn (u naSem primeru = 213n...4). Nastaviti proceduru poput
prethodne i opet ¢e se dobiti n elemenata matrice A koje se medusobno
pomnoZze i dobija element aio2(i)a202(2) ===an(TAn), gde je a2 G Sn. Samo treba
voditi rauna da je <li ™ a2. Nastaviti ovu proceduru dok se ne iscrpe sve
razliCite moguénosti, tj. dok se ne prode kroz skup svih permutacija Sn, i
dobice se i poslednji element na ovaj nacin, tj. alak™)a2a™2) =eeornfi(n), gde je
ake Sn. Jasno je daje k= nl = 1-2m3 =... en. Svaki od ovih elemenata
0ioi(i)020r(2) ===or<ii(n) uzeti sa znakom plus ako je odgovarajuca permutacija
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G (i=1,2,,.., k) parna, u suprothom sa znakom minus. Sada se sumiraju
svi elementi i dobija se det A.
Primer 1
1 al2
all det ° = (*11022 — Ol2(*21-
aZd az
Primer 2.
an al2z al3
det a2l a2 aZ
_ a3l ax a3
= ana?22(*33 — OII(*23(*32 “ 0l2(*21a33 + 012023031 + OI3a2I(*32 ~ (*13a22(*31-

Primecuje se da su u svakom sabirku prvi indeksi uvek 123, dok su drugi
indeksi redom 123, 132, 213, 231, 312, 321, tj. sve permutacije skupa {1, 2, 3}.
Prva, Cetvrta i peta permutacija su parne jer imaju redom 0, 2 i 2 inverzija,
a preostale neparne jer imaju redom 1, 1i 3 inverzije.

Primetimo da je

011022033 — (*11a23a32 — a12a21a33 + al2a23a3l + al3a2la32 — al3a22a3l =
21 a22
g A oem s 2 a® a3 ® , odnosno da se deter-
a32 a33 a3l as3 a3l a3z

minanta treCega reda izratunava pomocéu tri determinante drugoga reda.
Videcemo kasnije ( teorema 10.21 ) da analogno i determinanta n-toga reda
se izraCunava pomoc¢u n determinanti reda n —1.

PnSmrCp, lIzraCunati vrednost determinante

o 1 1 1 1 1
1 Xi 0 O 0 0
1 0 0o .. 0 0
1 0 0 x3 .. 0 0
1 0 0 0 .ee 1 0
10 0 0 .. 0 X,

IzraCunati ovu determinantu po definiciji. Determinanta matrice D =
dct[a(7],,+1,,+1 jednaka je sumi Ciji je svaki sabirak oblika

+ ala(l)a2<r(2) ee=an+l<r(n+l))
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a o je proizvoljna permutacija skupa S = {1, 2,..., n, n+1}. Zadatu matricu
lako se proverava da pomenuti sabirci ne moraju biti nula samo ako je

0 € {[21345... n + 1],[32145 ... n + 1],[42315... n + 1],. .[n + 12345 ... nl]}
znaci, bice samo n (od ukupno (n + 1)!) sabiraka. Kako su sve od ovih n
permutacija neparne jer imaju redom 1, 3, 5i 2n —1 inverzija, to je vrednost
ove determinante

D = —X2X3X4...Xn — XiX3X4 ... Xn — X\X2X4 ... Xn — ... — X4X2X3...Xn-\.

Ako su bar dve promenljive jednake nuli, tada je D = 0; ako je tacno jedna
promenljiva jednaka nuli, na primer X{ (i 6 {2, 3,..., n—2,n —1}), tada je

D = Di = -xix2eeeXi_iXi+i...xm  dokje

Di=-x2X3...xn I Dn=-xxx2.. =

i, na kraju, ako su sve promenljive razli¢ite od nule, tada je

—X2X3X4 ... Xn — XiX3X4 ... Xn — XiX2X4 ... Xn — ... — XiX2X"X4 ... Xn_i =

= -Xix2x3x4 ... xn (- O ... H--—- )
Xi X2 X n

Definicija 10.9 Ako je matrica B = [6p],,,, dobijena od matrice A = [<%,.,
tako Sto su kolone matrice A uzete za vrste matrice B, to jest bij = aji;
tada je matrica B transponovana matrica od matrice A i oznaCava se sa
B = AT iliB = A* samo kada je A realna matrica.

Primer
ali a2 a3 an a2 a3t
Akoje A= a2 a2 a2z tadaje AT = 2120 a22 a3
_an a32 a33 _ _al3 a23 a33 _

Teorema 10.10 Determinanta matrice A = [%a],,,, i determinanta njoj transpono-
vane matrice AT = bjjm su jednake.
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Dokaz

detA=" (-1)1™ °'alcr{1)a2CT(®) ... a*CI(nN=52 (-1)7"TabaW 1ba(2)2 .. .ba(n)n
tréSn <?esn

Zbog bijektivnosti funkcije o za svako k 6 {1,2,...,n}, postoji | £ {1,2,... ,n}, takvo da je PCIfofc =
bla-i (i) (na primer ako je a(l) = 5, tada je 6ct(1)1 = 65ct= i (5) ), paje zbog komutativnosti mnoZenja

detA= 22 ()Invasict 1(1)M2a 1(2) mme
aESn

Kako je operacija trazenja inverzne funkcije u skupu Sn bijekcija skupa Sn u skup Sn, to znaci da kada
<7 prode kroz ceo Sn, onda i cr_1 prode kroz ceo Sn, pa je

detA= 22 ()Inv T%sr 1(I)&2C 1(2) *K&CT- 1~ ) 1
€ 1Gh

| na kraju, zbog () 7nl<r = (—1y nvT 1 (teorema 10.6) sledi da je

detA= 22 (—)Invr7 61t i(1)62c i(2) ... 6nCL_i(n) = det A

o ABlL

jer (T_1 prolazi kroz ceo ,S7, pa je svejedno da li na svim mestima piSe ce 1 ili 0. (Kao 3to je na primer

X)?=i xi = Efc=Ixk-) n ) ) ) ) N
Zahvaljujuéi ovoj teoremi, sve osobine determinante koje se dokazu za vrste, vaZi¢e i za kolone.
Dokazivace se teoreme (osobine determinante) koje se odnose na vrste matrica.

Teorema 10.11 Ako je matrica B dobijena od matrice A = [ctij\nn tako Sto
su i-ta i j-ta vrsta zamenile mesta (i < j), tada je
det B = —det A

Dokaz Kako je matrica B dobijena od matrice A tako $to su i-ta ij-ta vrsta zamenile mesta, to je

detB = (—1)InV *010(1)020(2)  ajer(i) aicr(j)‘ancr(n)
a€.Sn

Da bi se to dovelo u vezu sa det A, treba uvesti takvu smenu da je svaki faktor u tim sabircima oblika
aiP(i) i da se na svim mestima nalazi p umesto <. Ta smena je oevidno o = por, gdesu o operacija
kompozicije funkcija u skupu Sn i r transpozicija koja i preslikava u j, j preslikava u i, a sve ostale
elemente skupa S = {1,2,... ,n} preslikava u same sebe. Sadaje o(i) = (por)(i) = p(r(i)) = p(j) .
q@) —(pOT)(j) —p(T()) —p(i) izasvako k o {i,j} o(k) = (por)(k) = p(r(k)) = p(k) , na osnovu
cega sledi
detB = 22 (-1)InVaaip0)a2p2)-- ojp(j)...aipG)...anp(n) ili
af£sn

detB = (~DInVaalp (l)a2p(2) **mip(i) * "ajp(j) ®**-anp(n)'
Sn

Kako sepitr razlikuju za transpoziciju (razli€ite su parnosti), zbog teoreme 10.7 sledi da je (—\)Inv° =
—(—) Inv P, pa se dobija

detB = — 2 1 ( 1) nvpa\p(h)a2p(2) =emip(i) *=mjp(j) *mmanp(n) m
<€6SVi
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Najzad, treba primetiti da jednakost (smena) o = por, , gde je r fiksna transpozicija, odreduje funkciju
tp : Sn —Sn koja je definisana kao
tp(a) = p a = por.

Kako je uredeni par (Sn,0) grupa i zbog teoreme 5.14, sledi da je za svako a 6 Sn jednozna¢no odredena
permutacija p koja zadovoljava jednakost a = p or i obratno, za svaku permutaciju p jednoznacno je
odredena permutacua a koja zadovoljavajednakost a = por. To znati daje funkcija tp bijekcija, pa kada

,,prola2| kroz celo Sn, onada i p ,,prola2| kroz celo Sn, tako da se u ovoj sumi umesto a E Sn moZe
stavm p e Sn,paje

det B P () Malp(l)azp(2) mmmaip(i) =meajp(j) meeanp(n) ~ “"et¢l.D
pSSr,

Dokazi prethodne dve teoreme malo su tezi (apstraktni), dok ¢e sve ostale
teoreme o determinantama biti trivijalne posledice definicije determinante i
prethodnih dveju teorema.

Teorema 10.12 Ako su dve vrste u kvadratnoj matrici A iste, tadaje det A =
0. '

Dokaz Ako u pomenutoj matrici A te dve vrste, koje su iste, zamene
mesta, po teoremi 10.11 sledi¢e da se determinanta te ,,nove” matrice ra-
zlikuje od determinante matrice A samo u znaku. Kako je ,,nova” matrica
oCevidno jednaka matrici A ,toje det A = —det A, odnosno det A+det A =
0, odakle sledi daje det A = 0 ako je polje F nad kojim je definisana matrica,
razliCito od polja karakteristike 2. lako ovaj dokaz vazi samo ako je polje F
karakteristike razliCite od 2, tvrdnja teoreme vazi i za polja karakteristike 2,
Sto se moze dokazati. O

Teorema 10.13 Ako se i-ta vrsta matrice A = [ajj\ain pomnozi skalarom \,
dobija se matrica B za koju vazi det B = Adet A.

Dokaz
det B N NCD) Aor(NR2<r(2) ===\&ia(i) ==mRna(n)
atSn
AN N D &la()Q2a(2) e==&ia(i) ===@na(n) = \detA. O
aESn

Prema tome, determinanta se mnozi skalarom tako Sto se svi elementi
samo jedne vrste pomnoze tim skalarom.

Teorema 10.14 Ako su svi elementi i-te vrste matrice A = [aij]nn jednaki
nuli, tada je det A = 0.
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Dokaz Kako je Odi) = 0 za svaku permutaciju o E Sn, to svaki sabirak
u sumi
det A — ~C1) alcr(l)a 2cr(2) =< eaicr(i) ===ancr(n)

aesSn

ima bar jedan faktor jednak nuli, pa je zaista detA = 0. O

Teorema 10.15 Tifco su k-ta i I-ta vrsta (k ~ 1) matrice A = [ay]nn propor-
cionalne, odnosno linearno zavisne, tada je detA = 0.

Dokaz Zbog pomenute proporcionalnosti sledi da je &y = Aay za svako
j G{1.2...., n}, pa se dobija da je

det A —y (( 1)2™ ~al<r(l)a2a(2) wmm@fer(fe} = « «aio-(i) « = *a n<r(n)

afn

= y N(—=D~Am’'<Oi(T(l)a2cr(2) n=e+Acpo-p) =+-ala(l) mmmana(n) =
a€Sn

= Ay T(—)™AQ0I(7(1)02cr(2) ®==x1a(1) M 1a(1) *=Bana(n) = 0)

aeSn

jer su dve vrste jednake i koristi se prethodna teorema. 0O

Teorema 10.16 Neka je i-ta vrsta matrice A = [Op]nn pomnoZena sa X i
dodata j-toj vrsti i tako je dobijena matrica B. Tada je det. A = detB.

Dokaz

detB = y J(—)Invaala(l)a2a2) mmmaia(i) mm(Aaia(i) + aja(j)) ===ana(n) =
a€sn

y N (_ 1) /w</tfaler (1) -o-ACLia(i) mmmana(n) +~~"(~1)/ alcr(l) escaja(j) mmmana(n)

a€sSn aeSn

= A<0+ detA = detA O

Definicija 10.17 Neka je A = Joi7]Tm kvadratna matrica reda n nad po-
ljem F i neka je xT= [xii,xi2, === %) vektor n-torka nad istim poljem F,
tada je AX matrica dobijena od matrice A tako Sto su elementi i-te vrste
au,ai2immm ain rnatrice A zamenjeni redom sa xn, xi2, mm Xin, to jest i-ta
vrsta matrice A zamenjena vektorom Xx.-.
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Teorema 10.18 Determinanta je linearna funkcija po svakoj vrsti, to jest
det AXi+y. = det AX + det AM i1 vazi teorema 10.13 (dletAaXi = a mdet AX,
gde je A = [a”]na neka matrica.

Dokaz

det AXiyt (1) alo(&a?) mmofi) T Vio(i)) mmSnor) —

creSn
cr(l) e=<%io (i) ==+ Qn<7(n)~t~ 1( 1) ~la(l) eeeviafi) e=e&n<j(n)
&EEn EDN
= det AXd + detAMi. O
Primer
5 -3 7 5-3 7 5-3 7
ax\ + 3\ ax2+ Py2 ax3+ (3y3 =a x\ X2 X3 +/? y; v2 o
1 4 9 1 4 9 1 4 9

Teorema 10.19 Determinanta jedinicne matrice I, Ciji su svi elementi na
glavnoj dijagonali jedmice a van nje nule, jednaka je 1.

Videti poglavlje Matrice i linearne transformacije.

Sledi dokazivanje teoreme koja daje rekurentnu relaciju za izraCunavanje
determinante n-tog reda pomocu determinanti n —1-og reda. Prethodno se
mora dati definicija minora Mi3 elementa al3 i kofaktora A\ elementa ai3
matrice A = \gif\nn. _
Definicija 10.20 Minor Mi3 elementa ay matrice A = [ai3\in jeste deter-
minanta matrice koja se dobija od matrice A izostavljanjem i-te vrste i j-te
kolone. Kofaktor Ai3 elementa ai3 matrice A iznosi

A, = (-1y+ Mv.
Teorema 10.21 Ako je A = [ai3xin matrica nad poljem F, tada je

det A —a\\An + a™AN + ... + ain™Min.
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Dokaz Determinanta matrice A po definiciji jednaka je sumi od n! sabi-
raka. Podelicemo tu sumu na n suma od kojih svaka ima (n —1)! sabiraka.
Prva suma ¢e biti po svim permutacijama a koje na prvom mestu imaju 1
itd., A-ta suma bice po svim permutacijama u kojih je na prvom mestu Kk,
gde k preuzima vrednosti iz skupa {1,2,..., n}. Znaci, fc-ta suma je

A A1) dhj(l)ar?) semaio() semanor) =

ff(1)=fc
= (- 1) [kCAY- "a{n)]Clka2a(2) mm-aia(i) mm-ana(n),
ff(1)=fc
§to je dalje, zbog leme 10.2, jednako

= aik (-1 ’i+P(2).-.-Wla2a{2)... aMi)... ana{n) =

cr(l)=fc
= aifc(-N)fc 1 (- 1) [Q@™ S(N)]a2M(Q) e==acr(i) ===ano(n) =
a(l)=k
aik(—Vk+1Mik = aifc(— ) 1+cMifc = aifcAifc.

Kako je det A jednako sumi od n suma od kojih je svaka jednaka aifc™ifc
k E(1,...,n}, toje

n
det A = *y/aifcAifc = anAn + ai22li2 + ... + ainAin. O
k=1

Posledica ove teoreme je sledeca teorema.

Teorema 10.22 Ako su svi elementi ispod, glavne dijagonale matrice A =
[aij]nn jednaki nuli, tada je determinanta matrice jednaka proizvodu eleme-
nata na glavnoj dijagonali, to jest det A = aita2? msmann.

Ako su svi elementi ispod sporedne dijagonale matrice jednaki nuli, tadaje
determinanta matrice jednaka proizvodu elemenata na toj dijagonali, pomnozenog

$
joS$ brojem (—1)( ), gde je n red matrice.
Teorema 10.23 Nekaje A = [aij]Jon matrica. Tada je suma

HINMfCl + <422 + eeet

jednaka detA za i = k, ajednakaje 0 za i ™ k.
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Dokaz Prvo treba dokazati da je
det A —anAii + ai2Ai2 + ... + ainAin.

Dokaz se izvodi indukcijom >0 i. Zai = 1 tvrdenje je tacno na osnovu
prethodne teoreme. Pretpostavimo daje tatno za i i dokazimo daje tatno za
i1+ 1. Nekaje matrica B dobijena od matrice A tako Sto sui-ta ii+ I-va vrsta
zamenile mesta, Sto znaCi da je det B = —det A. IzraCunati determinantu
matrice B po induktivnoj pretpostavci razvijajuci je po i-tpj vrsti, tj. po vrsti
«i+i,i flj+1,2 -m- @i+itll jer sui-ta i i+ 1-va vrsta zamenile mesta. Ocevidno je
da se kofaktori elementa ai++& u matricama A i B razlikuju samo po znaku.
Po induktivnoj pretpostavci sledi

det A —det B —ai+i+Bi+\+ + ai+ij2Bi+i+ ... + aj+iinl4_Lin =

— —fli+ i iA+i,i —ai+i)2Ai+it2 — ... — a+|_iInA mj+| n)

odnosno
det A —ai+IJIAj+ill + aj+12AI+12 + ... + ai+l]nAj+1n
Dokazati sada daje zai ™ k
anAki + ai2Ak2 + ... + ainAfecn 0.

Neka je matrica C dobijena od matrice A tako Sto je k-ta vrsta matrice A
zamenjena i-tom vrstom matrice A, pa matrica C ima dve vrste jednake,
zbog Cega je detC = 0. RaCunanjem determinante matrice C razvijanjem
po /c-toj vrsti dobija se

akiAki + ak2Ak2 + ... + aknAkn —O0,
a kako je i-ta vrsta matrice C jednaka fc-toj vrsti matrice C, to je
anAki + ai2Ak2+ ... + ainAkn= 0. O

Teorema 10.24 Ako su A i B kvadratne matrice reda n definisane nad
poljem F i ako je a proizvoljni skalar iz polja F , tada je

det(aA) = andet A i det(A5) = det A =det B.



178 Algebra

Dokaz Pogledati definiciju 16.2 mnoZenja broja a matricom A i mnozenja
matrica A i B. Prva jednakost dobija se primenom teoreme 10.13 na svaku

vrstu determinante det(aA).
Druga jednakost dokazuje se za n=3, jer je dokaz za ostale prirodne bro-

= [aij]ss i B = [hj\3x3- Pada

an a1z a1 6l b\2 ~13
det(A-B) = det a2l a22 a23 A21 bﬂ 23
a3l a32 a33 _ _e31 b2 @B

fIll& I1+a12721+ai3~31  ail&12+012&22+013fc32 allfri3+a 12&23+a 13r33
«2lfell+a22/"21+023&31  a21&12+a22822+a 23832 a21&13+a22&23+a23"33
a3l™M1+a32721+a333l a31&12+a32722+a33"2 a31™M13+a32/°23+a33"3B3

Primenom teoreme 10.18 prethodna determinanta jednaka je zbiru 33 = 27
determinanti. Medutim, oCevidno je da 33 —3! = 27 —6 = 21 determinanti
jednako je 0, jer posle izvodenja zajednickog faktora iz kolona bar dve kolone
¢e biti jednake. Zato je det(AB) jednaka zbiru preostalih 6 determinanti
odnosno det(AB)=

allAll 0127822 als3 aii&n 013632 ai2&23 al&2l all™M?2 aly33
a2ikn a2 a2z¥33 + aZ2lAn a3 a2l + a2l a2l™M?2 a3y +
a3zlAn a2 a3 a3l&ll a3z’ a3xxs a2 a3M?2 a3xdx3yB

algl aly®2 all™3 al3gdl all™M2 al2&23 alysl al22 all™3
a2 a3 a2A™M3 + a2z¥38l a2 a3 + aZz¥8l a2 a2™3
aP& a3 a3lM3 a3yl a3l&? a3 3 ax’¥3l a2 a3l™3
Ako se iz svih kolona izvedu zajednicki faktori, ostate determinanta det +
ili —det A jer su kolone samo ispermutovane u odnosu na kolone matrice A.
Sada se iz tog zbira moze izvesti zajednicki faktor det A, tj. det A-(bub22/33—
N11N23732 — N2721M33 + AL3N21N32 + M2A237M31 - &137M22731) =

det A m(6116227\33 — NI —MNINB + M3 + MNP ~ M3&22M3)

= det A mdet B.O

C\MfT? 2A NJFITEiNjA\s\ 1 "ZA 1+0 t.0Ajt



Poglavlje 11

SISTEMI LINEARNIH
JEDNACINA

Pre definicije sistema linearnih jednacina prvo treba objasniti promenljivu i
konstantu nekog skupa.

Definicija 11.1 Promenljiva skupa U je proizvoljni simbol koji se moze za-

meniti bilo kojim elementom skupa U. Konstanta skupa U je proizvoljni
element skupa U.

Neka su Ai B izrazi u kojima se pojavljuje promenljiva x. Tada A= B
je jednacina po promenljivoj x.

Definicija 11.2 Sistem linearnih jednacina S nad poljem F za n-torku nepoz-
natih (XI.X-2...;xn). n.m E N, gde su EF i &6 e F za 1 €
{1,2,...,m} 1 j E {1,2,...,n}, jeste konjunkcija formula (linearnih



180 Principi algebre, opSte, diskretne i linearne

jednacina) odnosno

allx | + a\2x2 + v ¥ n%n = b\
a<2\X\  +  a22x2 + ... + Q2n%n = b2
ainlx 1+ am2x2 + e F Amn~n
Akoje bi=b2= ... = bn= 0, onda se zasistem S kaze daje homogen.

Skalari b\ b%..., bn polja F nazivaju se slobodni ¢lanovi.

Sistem linearnih jednacina moze se napisati i u matricnom obliku Ax = b,
gde je A = [a»jJrn data matrica tipa mn, x matrica kolona Ciji su elementi

Xi, i £{1,2,..., n}, nepoznate sistema i bje data matrica kolona odnosno:
an al .a- aw\n X\ b\
a2l «; M an X 2 ~2

S:AXxX=bh < =
ami anp -m am %n bm

ili, na osnovu definicije 16.26 matrica A moZe se posmatrati kao linearna
transformacija A : Fn —F m, pa su Ax uredena m-torka i Ax = bjednakost
dveju uredenih m-torki. Sledi joS jedan matri¢ni oblik zapisivanja sistema S:

an PR a\n B

+21 a2 an b2
S: AX =1 <& x\ + X2 + ...+ Xn =

ami am? am bm

Odavde sledi da sistem Ax = bima reSenje (tj. odreden je ili neodreden)
akko b pripada vektorskom prostoru generisanom vektorima kolona matrice
A

Ako se matrica A = [ay]mn nad poljem F posmatra kao linearna trans-
formacija A:Fn” F m, tada reSavanje jednaCine Ax = b predstavlja trazenje
svih vektora x=(xu ..., xn) G F n koji se linearnom transformacijom A pres-
likavaju u vektor b= (bi,..., bm) €Fm.

Sistem je odreden za svako b G F mako i samo ako je funkcija A bijektivna!
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Definicija 11.3 Uredena n-torka a = («i, mmm an) reSenje je sistema S,
odnosno sistema Ax = b, ako je Aa = b, to jest

Aiii + a\a2 + ee + AlpAn = h
RACd + az2a2 + ... + nn = b2
+ am2a2 + ... + “mn™n bm

Skup svih reSenja sistema S oznaCavace se sa Rs={x”F n\Ax—b}.

Definicija 11.4 Sistemi St i S? ekvivalentni su ako i samo ako imaju iste
skupove reSenja, tojest RSl = RSim

Definicija 11.5 Ekvivalentne (elementarne) transformacije sistema linearnih
jednacina:

1. Zamena mesta jednainama.
2. Mnozenje jednacine brojem razli¢itim od nule.
3. Dodavanje jednacine nekoj drugoj jednacini.

4- Promena mesta sabircima u jednaCinama (iste nepoznate pisSu se jedna
ispod druge odnosno u istoj koloni).

Teorema 11.6 Ekvivalentnim transformacijama skup reSenja sistema se ne
menja, to jest ako je sistem S\ dobijen od sistema 3% ekvivalentnim transfor-
macijama, tada je RSl = Rs2, odnosnho sistemi S\ i S€ su ekvivalentni.

Dokaz Ocevidna je provera da ako je (cti, a2, .mm® an) reSenje sistema Sj,
tada je (ai, a2,..., an) reSenje i sistema $2, i obratno. Dokaz ove teoreme je
i posledica teoreme 17.37. 0O

Teorema 11.7 AkosuF proizvoljnopoljei (a-i, a2,. ma,,) € Fni (/% {32, mm:Pn) €
Fn reSenja sistema S nad poljem F, ondaje i

r=(Aai + (1 —APi, Xa2+ (1 —AMN2, ... ,Aan+ (1 —A)3n)

reSenje sistema S za svako Ae F.
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Dokaz Sledi provera da li je n-torka r reSenje jednaCine 0*1X1 +
022 + eee+ (Qinxn = bi jednostavnim zamenjivanjem n-torke r za svako
*G {1,2, ®==,n}.

Ojl(Adli + (1 —A)/%) + O2Acr2 + (I A/7) + ==+ Qin(Aon+ (1 A/) =

A@*IQ! + 022 + eem+ dinan) + (1 —A)(@*/3i + 0°2/52 + ee=+ ainPn) =
—Xbi + (1 —AF* =6~ tH

Posledica Ako je sistem 5 nad beskonacnim poljem i ako ima bar dva
razliita reSenja, tada sistem S ima beskonatno mnogo resenja.

Definicija 11.8 Sistem S je reSiv (saglasan, neprotivretan, moguc) ako pos-
toji bar jedna n-torka iz Fn koja je njegovo reSenje, tj. ako je skup Rs
neprazan. U suprotnom slucaju, kada je skup reSenja Rs prazan skup, sis-
tem S je nereSiv (nesaglasan, protivreCan, nemogué¢, kontradiktoran). Ako
sistem ima tacno jedno reSenje, za njega se kaze da je odreden, a ako ima
viSe od jednog reSenja, oznacCava se kao neodreden.

Neodredeni sistemi se dalje klasifikuju prema stepenu neodredenosti, Sto
¢e se definisati pomocéu trougaonog oblika sistema linearnih jednacina.

Ako se A posmatra kao linearna transformacija, oCevidno je da ako je
A : Fn —F msirjektivna, tada mora postojati bar jedno reSenje, tj. sistem
je reSiv (saglasan, moguc). Ako je linearna transformacija A : Fn —» Fm
bijektivna, tada sistem ima tacno jedno reSenje i, na kraju, sistem moze biti
kontradiktoran samo ako transformacija A : F n —F mnije sirjektivna.

Teorema 11.9 Sistem linearnih jednaCina S, to jest Ax = b, reSiv je ako i
samo ako je

an a\2 mm aln an a2 mm aln N\

a2l a2 mm an a2l a2 mm an
rang = rang

aml an? mm am aml an?2 m® anm bn

Dokaz Neka je

an al2 mm aln an al2 mwm aln bi
a2l aZ mm ahn ) a2l a2 mm an b2

aml an? m e amn aml an2 e m am bn
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Matrica A se zove matrica sistema S, a matrica B proSirena matrica sis-
tema S. Oznaciti sa W vektorski prostor generisan vektorima kolona matrice
A i sa V vektorski prostor generisan kolonama matrice B.

(=)

Ako je sistem Ax = b reSiv, tada se vektor kolona b moze napisati
kao linearna kombinacija kolona matrice A, pa onda kolone matrica A i
B generiSu iste prostore i sada, primenom teoreme 17.16, dobija se da je
rang A = dimW=dimV= rangB.

Na osnovu teoreme 17.16 sledi da su rang A = dimW i rangB =
dimV, paje zbog uslovarang A=rang B dimW = dimV. Kako su W iV
konacno dimenzioni vektorski prostori takvi dasu W Cc k i dimW = dimV,
to zbog posledic.e teoreme 14.35 sledi W = V. Sada, zbog bE Vi W =V
sledi daje b E W, to jest postoje skalari (ai, a2,..., an) takvi da je

] ]
h au a 12 aln
_ a2l a 22 az2n
b= _ + a2 + ...+ an

bm ®ml am?2 amn

bi — auw + alz2a?2 + - . * alnan

b2 — a2\ai + a22a 2 * s+ a2nan

bm am InN | + am2a2 *t -n + amnani

Sto znaCi da je sistem S odnosno Ax = b reSiv, jer jedno njegovo resenje je
(«i,a2,...,an). O

Definicija 11.10 Trougaoni oblik sistema od m linearnih jednacina san =
r + k nepoznatih, nad poljem F, Cije su nepoznate iz skupa [xi, Xx2,..., xn} =
{?/i:t2-—-u r, zi,z2...., zk} (skup od n nepoznatih podeljen je na dva pod-
skupa odr i k nepoznatih, da bi se jednostavnije vrSila diskusija), jeste sistem
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jednacina oblika:

anVi + @22 + eee + rtUr = bB\+ cu% + eee
B + eee + 2rUr b2+ c21zi + ... + QK&

ony = br+crlA+ ... + okk

0 = A
0 = 0
0 = 0

gde su anaXemarr 770, aj EF, bie F, (nGF i A£ F zasve indekse
i,je{1,2,....r}, i 1€ {1,2,.... K] pricemu akoje r jednako broju
jednacina, tada ne postoje jednakosti 0= A i 0= 0.

Matri¢ni oblik ovoga trougaonog sistema glasi

an &2 air -cu —afc  'yl' (I
0 @» ax -c2i —Ck )/ b2
0 0 ar al ak yr br
0 0 0 0 0 0 Zi A
0 0 O 0 0 0 2 0
0 0 0 0o 0 0 .8 0

gde opet vazi da ako je r jednako broju jednaCina, tada ne postoje vrste u
prvoj matrici Ciji su svi elementi jednaki 0 i u poslednjoj koloni matrici ne
postoje A i nule ispod nje.

Akosur = 0i A= 0, sistem je neodreden a ako sur = 0 i A" 0, sistem
je protivrecan.

Neka je sada r ™ 0.

Ako je A/ 0, tada je sistem protivreCan. Ako je A= 0, sistem je reSiv
i dalje se klasifikuje kao sistem ako ima ta¢no jedno reSenje, a to e se desiti
ako i samo ako je k = 0, i na neodreden ako je k™ 0, pri ¢emu se kaze da
je njegov stepen neodredenosti jednak k.
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Teorema 11.11 Svaki sistem linearnih jednacina S :Ax = Db

auxl + p12x2 + e~. + Olnxn = h
021x1 + 022X2 + = + a2nxn = b2
aml9% + anmex2 + ... + amnxn bm j

ekvivalentnim transformacijama moze se dovesti na trougaoni oblik:

PIIVI + P12V2 + mmm + Plrvr = Ql + DI+L + ...+ Clkzk

+ P221J2 + eee + P2rVr Q2 + C21+1 + eee+ C2kZk

Prrvr Qr + Crlz\ + ...+ CrkZk
0o = A
0 =0
0 =0
P11P22 EE-Prr 0, gdesu r+k=n 1 {yuy2 .m, yr,zuz2 =, zk) jeste

neka permutacija od (X'i, X2, === xn).

Dokaz Neka je B matrica tipa @n,n + 1) dobijena od matrice
sistema A = [athm tako Sto joj je dodata kolona slobodnih ¢lanova
b = (&, &, ===, bm), odnosno B je proSirena matrica sistema S. Sada
se matrica B (odnosno sistem S) transformiSe ekvivalentnim transforma-
cijama na oblik B', tako da se od njene podmatrice A dobija oblik , tj.
trougaoni oblik iz teoreme 17.15. Sistem koji odgovara matrici B' ocevidno
je trougaonog oblika. O

Teorema 11.12 Kvadratni sistem jednacCina S odreden je ako i samo ako
je determinanta sistema razlicita od nule.

Dokaz Dati sistem S ekvivalentnim transformacijama svedemo na
njemu ekvivalentni sistem S\ , koji je u trougaonom obliku. Na osnovu
osobina determinanti sledi daje det S =0 det »§ = 0. Prema tome, ako
je detS 0, tadaje i detSj / 0, pa utrougaonom obliku sistema S\,
zbog teoreme 17.15, postoji situacija

aiini + A2 + ... + alnxn bi

Si +  a22%2 + mmm + az2nxn 2
I
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odakle sledi da je sistem odreden, jer je detSi = «n emeann ~ 0. Obratno,
ako je kvadratni sistem S odreden, tada je i njemu ekvivalentni trougaoni
sistem S\ obavezno kvadratni i odreden, pa matrica sistema S\ na glavnoj
dijagonali ima sve elemente razliCite od nule, a ispod nje jednake nuli, Sto
znaCi da je det Si 70 odnosno det S ™0.

Teorema 11.13 Homogeni kvadratni sistem linearnih jednacina ima netriv-
ijalna reSenja, tj. reSenja razlicita od (0,0,..., 0), ako i samo ako je deter-
minanta toga sistema jednaka nuli.

Dokaz Kako homogeni sistem ne moze biti kontradiktoran, za njega pre-
ostaju samo mogucnosti da je odreden ili neodreden. Po prethodnoj teoremi
on je odreden ako i samo ako je njegova determinanta razliCita od nule,
Sto znaCi ako je determinanta jednaka nuli, tada za njega preostaje jedino
mogucnost da je neodreden, to jest da ima netrivijalna reSenja. O

Cela linearna algebra bazira se na sistemima linearrnih jednacina $to znaci
da svaki problem iz linearne algebre se svodi na neki problem iz sistema
linearnih jednacina.



Poglavlje 12
SLOBODNI VEKTORI

Definicija 12.1 U skupu E 2 uredenih parova tacaka prostora E
(euklidskog geometrijskog) relacija p deftnisana je na slede¢i nacin:

a) (A,A)p(B,B) zasvakoAeEiBeE.

b) Ako je A B i C ™D, tada je (A, B)p(CD) (duz AB je
paralelna, podudarna i isto orijentisana kao duz CD) o ABCD je
paralelogram.

Ekvivalentna definicija relacije p data je u zadatku 2.32. Jo$ jedna defini-
cija relacije p moze se dati, i to bez koriséenja podudarnosti! Odnosno, ako
suA™BiC D, tadaje (A,B)p(D,C) ako i samo ako postoje takve tacke
E, F e E da su cetvorougli ABFE i D CFE paralelogrami, u protivhom je
(A,A)p(B, B) zasve Ai B izE.

E F

I na osnovu ove definicije moze se, bez koris¢enja aksioma podudarnosti
i njihovih posledica, dokazati teorema 12.6!

Teorema 12.2 Relacija p je relacija ekvivalencije.



188 Algebra

Dokaz Sledi iz Cinjenice da relacije podudarnosti, paralelnosti i iste ori-
jentisanosti jesu relacije ekvivalencije.

Definicija 12.3 Klase ekvivalencije, s obzirom na relaciju p, nazivaju se
slobodni vektori.

Kad nema opasnosti od zabune, slobodni vektori imenuju se kratko samo

vektori. Skup svih klasa, tj. slobodnih vektora, obeleZzavace se sa V = E2/p.

Vektor odnosno klasa ekvivalencije je skup svih parova koji su medusobno

paralelni, podudarni i isto orijentisani ili skup svih parova Cije su komponente

jednake, koji se zove nula vektor.
Vektor je skup svih orijentisanih duzi, ,,strelica” koje

su medusobno podudarne, paralelne i isto orijentisane.

Vektor je orijentisana duz, ,strelica” koja, kada se
pomeri paralelno samoj sebi, predstavlja isti vektor.

Vektor Ciji je jedan predstavnik (A. B) oznaCavace se sa AB. Specijalno,

vektor Ciji je predstavnik (A, A) pisace se kao 0 ili 0.
Definicija 12.4 U skupu V operacija + definiSe se na sledeéi nacin:

AB + CD=AE, gde je tacka E odredena sa BE=CD .
B C

Za bilo koje tri tacke vazi

Cinjenica 12.5
MN +NP = MP

Cinjenica 12.5 ujedno je i definicija sabiranja vektora, jer uvek se jedan od
vektora sabiraka moze paralelno pomeriti tako da se njegov pocetak poklopi
s krajem onoga drugog vektora (sabirka).

Teorema 12.6 (V,+) je Abelova grupa (videti 5.5).
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Dokaz Sledi iz definicija 12.1, 12.3 i 12.4. Na primer, AA=BB

=..=0=0, AB + BA=AA= 0, odakle e AB= —BA, dok su komuta-
tivnost i asocijativnost o€evidne.

Definicija 12.7 Intenzitet vektora AB (A  B) merni je broj duzi AB i
oznaCava se sa VAB \ili AB, pravac vektora AB (A © B) je pravac odreden

tackama A i B, a smer vektora AB (A B) je od A prema B. Intenzitet
nula vektora (0 = 0) je realni broj 0, neodredenog smera i pravca, pa se uzima
da je kolinearan sa svakim vektorom i normalan na svaki vektor.

Pravac je skup svih pravih koje su medusobno paralelne (zadatak 2.17), a na
svakom pravcu postoje dva smera.

Teorema 12.8 Vektor a 6 V je jednoznacno odreden ako ima zadat inten-
zitet, pravac i smer na tom pravcu.

Dokaz Neposredna posledica definicija 12.1, 12.3 i 12.7.

Definicija 12.9 Operacija mnoZenja realnih brojeva (skalara) a sa vektorima
a jeste funkcija m: R x V —»V definisana na slede¢i nacin:

1l akosua 0 ia=f 0 tada:
a) \am\= |a] =Ja|7
b) pravac vektora a ma isti je s pravcem vektora a,

c) smer vektora a ma isti je sa smerom vektora a ako je a > 0, a
suprotan ako je a < 0,

2. akosua=0ilia= 0, tadaje a ma= 0.

Umesto a ~a pisace se samo aa ili aa.

Cinjenica 12.10 Vazna Cinjenica koja se u radu veoma Cesto koristi.

Za svaki vektor a koji ima isti pravac kao i vektor b, vazi da je
a = z]a]jlj, gde se uzima znak + ako su vektori a ib istog smera

i znak - ako su suprotnog. Drugim reCima, svaki vektor se moze
napisati kao njegov intenzitet puta jedini¢ni vektor njegovog pravca.
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Teorema 12.11 Za sve realne brojeve a i (3 i sve vektore a i b vazi:

a) a(/3a) = (a(3)a,

b a(a+ b) = aa+ ab,

¢) (a+ 0)a = aa+ (33

d lo =0,

g aa=0=+0:=0V a=0
fy aa= 0 cc=0V 0=0

Dokaz Tvrdenje pod b) je ekvivalentno Talesovoj teoremi odnosno teoriji
sli€nosti trouglova (€iji dokaz nije jednostavan u okviru ovoga kursa i pripada
geometriji), dok su preostala tvrdenja neposredne posledice definicija 12.1,
12.3, 124 i 12.9.

Primer 12.12

Neka su ABCD EF pravilni $estougao, P E D
i Q sredine redom stranica BC i EF. U

zavisnosti od vektora a =FE i b =AC

izraziti vektore: AB=_ ~

BQ= A°C2 -z

gc= z z Vi j?
DQ=
pp= 11 /2.

Napomena Nekaje V neprazan skup €iji su elementi oznaceni sa a,b,...
a F neko polje Ciji su elementi oznaceni sa 0. /7, 7----Tada se (V,F,+,-)
naziva vektorski prostor nad poljem F ako vaze 12.6 i 12.11. Znaci, slobodni
vektori su primer (model) vektorskog prostora. Videti 14.1.

Defmicija 12.13 (Vektori su istog pravca) « (Vekton su kolinearni) <+
(Vektori leze na istoj pravoj) <+ (Vektori su paralelni). Nula vektor je kolin-
earan sa svakim vektorom i normalan je na svaki vektor.

Dva vektora su kolinearna ako i samo ako su linearno zavisni. Kolinearnost
vektora o i b oznaCava se sa a\\n

Sledi ekvivalentna definicija kolinearnosti nenula vektora, koja je vrlo
znacajna u daljem radu i implementacijama.
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Teorema 12.14 Ako su a i b kolinearni nenula vektori, onda se svaki od
njih moZze zapisati kao proizvod nekog skalara i onog drugog vektora.

Dokaz Ako je a”™ 0 Ab~ 0, tada postoji takav skalar a da je a = ab,
gde je a = |||, pri temu se znak + uzima kada su a i b istog smera, u

suprotnom, znak — Analogno se pokazuje i sluCaj b= aa.
Definicija 12.15 (Pravci vektora su paralelni jednoj ravni) <+ (Vektori su
komplanarni) 4+ (Vektori leze u istoj ravni) <t (Vektori leze u paralelnim

ravnima). Nula vektor je komplanaran sa svakim skupom komplanarnih vek-
tora.

Ako su tri vektora komplanarna, tada se kaze da su linearno zavisni. Kada
su vektori linearno zavisni, tada su kolinearni ili komplanarni. Dva vektora su
nezavisna akko su nekolinearna, a tri vektora nezavisna akko su nekomplanarna.

Jo§ jedan uslov komplanarnosti vektora je pod b) u sledeéoj teoremi.

Teorema 12.16 Za svaka dva nekolinearna vektora a i b vazi:
a) Vk/”EM) (aa+pb=0 =+ a=3=0),P

b) Ako su vektori a,b i ¢ komplanarni, tada se bar jedan od njih moze
zapisati kao linearna kombinacija preostale dvojice (naprimerc = aa+

f3b za neke a, @ GR, pri ¢emu sua i(3jednoznacno odredeni). Obratno
je ocevidno?

Dokaz

a) Pretpostavimo suprotno, na primer daje a ™ 0.

Tada je a = —fjp a odavde, na osnovu definicija 12.9 i 12.13, sledi da
je a&a\b Medutim, a\\bje kontradikcija uslovu teoreme.

b) Ako je c kolinearan s nekim od vektora a i b. na. primer sa a, tada je
na osnovu teoreme 12.14 ¢ = z|cj]* + 0-6 <t=>c = |c]||f+ 0-6. U
suprotnom, postoje takve Cetiri komplanarne tacke O, A, B, C da je

10psta definicija 14.15 linearne nezavisnosti para vektora (a,b).
2Definicija 14.18 generatornog para vektora (a, b) slobodnih vektora.
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0A= o0, OB= b, OC= ¢, jer su a, b, c komplanarni. Neka prave p i
g, koje prolaze kroz C i paralelne su redom sa OA i OB, seku prave
odredene duzima OB i OA redom u tackama B\ i Ax. Ocevidno je

c =OA\ + OBX, a kako je na osnovu teoreme 12.14, OAi= a OA i
OB1= (30B zaneke a,(3 E™R, to je c= aa+ (3b. Ako je c = aia + (3ib
tadaje (a—a\)a+ (3—@\)b = 0i zbog a) sledia—a\ = b\B—3\ =0
odnosno a = a\i 3= 3\

Teorema 12.17 Slobodni vektori a, b iaa + (3b komplanarni su za sve vred-
nosti realnih brojeva a i (3, tojest (Va,(3 E K).

Dokaz Iz defmicija 12.4, 12.9 i 12.15.

Teorema 12.18 Za svaka tri nekomplanarna vektora a,b,cE V vazi:
a) (Va,(3,76 K) (aa+ B++c=0=a=@83=7=0) 3

b) MdE V) B3 a,3,+ EK) d=aa+ @+ 7c pri cemusua, Bi7
jednoznacno odredeni.3

Dokaz

a) Pretpostavimo suprotno, na primer neka je a 0. Tada je a = —pfi —

-C,a odavdei na osnovu teoreme 12.17, sledi da su a, b, c komplanarni,
Sto je kontradikc.ija uslovu teoreme.

b) Kako su a, b, ¢ nekomplanarni vektori, to postoje Cetiri takve nekopla-

narne tacke u prostoru O, A, B, C, dajejDA= a, OB= bi OC= c
Ako je d komplanaran sa a, bili a, c ili b, ¢, dokaz sledi na osnovu
teoreme 12.16. U protivhom postoji takva tatka D, koja ne pripada
nijednoj od ravni OAB, OAC i OBC da je OD= d Neka ravan
odredena tackama O, C, D seCe ravan trougla OAB po pravoj s i
neka prave p i g prolaze kroz D i paralelne su redom sa OC i s.
Prava p seCe pravu s u tacki E, a prava q pravu odredenu tatkama

O i C u tacki F. Sada se dobija daje d =OD=0OE + OF. Kako

3Definicija 14.15 linearne nezavisnosti uredene trojke vektora (a,b,C).
4Definicija 14.18 generatorne trojke vektora (a,b,C) slobodnih vektora.
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su OF= 7 OC (teorema 12.14) i OE= a OA +0 OB (teorema

12.16b), sledi d = 7 OC +a OA +0 OB= aa + 0b + 7c. Jedin-
stvenost skalara a, 0 i 7 dokazuje se kontradlkcuom Pretpostavimo
da je d= aa+ Ob+ 7c = 07a + /A&+ 71¢, gde je (ct,0,7) 7 (ai,/3i7i).

Odavde sledi da je (a —ai)a + (0 —0i)b + (7 —71)c = 0, Sto zbog
dokaza pod a) implicira a —at = 0 —0i = 7 —71 = 0, odnosno

(a,0,7) =07, /%, 71). Kontradikcija!

Teoreme 12.16 i 12.18 imaju Siroku primenu u dokazivanju mnogih teo-
rema iz geometrije i u reSavanju zadataka iz geometrije, na primer zadaci
12.57 i 12.59. Posledica teorema 12.16 i 12.17 jeste da za svaka dva nekolin-
earna vektora a i b, skup svih takvih vektora c da su a, b, ¢ komplanarni,
jednak je podskupu skupa slobodnih vektora W = {aa + Ob\a 6 MAO E R}.

Slede dve izuzetno vazne definicije, koje imaju bitnu ulogu u lakSem i
brzem reSavanju mnogih geometrijskih zadataka, pomocu njih se definiSu

brojni pojmovi fizike, a linearna algebra je nezamisliva bez njih.

Definicija 12.19 Neka je V skup svih slobodnih vektora. Tada je skalarni

proizvod vektora operacija m: V2 —» M definisana ovako:

(Va, feek) a<b= | Flcos 0 (a, b).

Dalje se umesto a mb piSe samo ab. Moze se uzeti < (a, b) e [0,7r],

Definicija 12.20 pr5:V —{oa]a GR}, a / 0 jeste funkcija

N a ax ax _
prg(a;) = x cos < (x,a) — —-—Tvn-— —a=~=4a.

H HH aa Hl

Projekcija vektora x na pravac vektora a (prsx) jeste VEKTOR.

Algebarska projekcija vektora x na pravac vektora a je BROJ

Za W\ = 1 pr\if) = (qx)q, a algebarska projekcija na

pravac vektora g je qx odnosno

Ipf()l za <i(@ x) G [0, ]

PE O el za $(q,x) € [f, 4]
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Cinjenica 12.21

Projekcija vektora X na pravac vektora a je vektor prs(x) kolinearan s
vektorom a, njegov intenzitetje [jcos (x,a), smer isti s vektorom
a ako je ugao i (x,a) oStar, a smer suprotan vektoru a ako je
taj ugao tup. Sve to ekvivalentno je s jednakosti pr~af) = |]a
Algebarska projekcija vektora & na pravac vektora a je broj ~ G R.

Sledece stranice prikazace neke vrlo vazne primene skalarnog (unutrasnjeg)
proizvoda vektora.

Teorema 12.22 Za sve vektore x i n vazi daje Xx —pr™~(x) 1 n i ako
je ravan TvAfi, tada je vektor x —prjj(x) projekcija vektora x na ravan n, to
jestprnaf) = x - Tpm(xX) = x —=)n.  Videti 12.23.

Ako je x = Xii + xJ + x3k = (xi,x2,x3) vektor polozaja tacke
A(xi,x2,x3) (videti 13.1) i g= j], tada vektor

rs(x) = (ai:a: Pr8() = (qx)q = WA y2 A Vsk = (i/i, 222/ = V

jeste vektor polozaja tacke A'(y%, y2,y3), gde je A' projekcija tacke
A na pravu a koja sadrzi koordinatni pocetak i paralelna je sa ve-
ktorom a. Vektori i,j,k su jedini¢ni medusobno normalni. Videti
12.48. Vektor x —pr,j(.x) uvek je normalan na vektor a odnosno

pravu a.
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Teorema 12.22 kljueni je korak u Gram-Smitovom algoritmu ortogonali-
zacije baze vektorskog prostora i QR faktorizacije!

Definicija 12.23 Funkcija pr™ : V —V preslikava proizvoljni vektor AB
na vektor A'B', gde su A' i B' projekcije taCaka A i B na ravan tt i kaze se
da je vektor A'B' projekcija vektora AB na ravan Tr.

Teorema 12.24 Ako je ravan ¥ In , tada je

prG49 = x —prv&S = x ——n

Videti 12.22.

Teorema 12.25 Za svaki vektor x vazi daje x —\im(x) normalan na ravan
.

Dokaz je direktna posledica definicije sabiranja vektora i definicije projek-
cije vektora na ravan 7r, tj. na potprostor generisan nekolinearnim vektorima
a i b koji su paralelni sa ravni tt

Tfeoremadt2j2B Ako je (jediniCni vektor, tada je

a) prg(x) = (ax)q

_ _ za $(q,x) e [O f]
b) [prAM| = +qx za $(q.x) E [| 4]

Oznaka prg(x) Cita se kao: Projekcija vektora x na pravac vektora a.
Kako je prs(x) = pjl |, odnosno &\ = Ja]lprg¥) ], to ima veliku primenu u
zadacima i govori o tesnoj vezi skalarnog proizvoda i projekcije vektora na
pravac nekog drugog vektora, jer ako je g jedini¢ni vektor, tada je

NYA= JprgM].

Teorema 12.27 Skalarno mnozZenje vektora X jedini¢nim vektorom
g algebarska je projekcija vektora X na pravac vektora (. Vektorska
funkcija P = pr™ uvek je idempotentna linearna transformacija, tj.
pr™-0 pr™- = pr™- odnosno P2 = P, gde je 0 kompozicija funkcija.
Videti teoremu 12.29 i definiciju 15.1. Zbog toga, ovakve funkcije P,
to jest idempotentne linearne transformacije nazivaju se i

PROJEKTORI,
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Teorema 12.28 Vektorskafunkcija F = refs : V —» V definisana sa refg(x)
2prg(x) —x jeste involutorna, tj. F(F(x)) = x, odnosno F -1 = F. Involu-
torne funkcije nazivaju se i REFLEKTORI. Ovafunkcija u geometri-
jskoj interpretaciji: ako slobodni vektor x = xi-\-yj + zk intepretiramo tackom
A(Xx,y,z), predstavlja osnu simetriju Cija je osa paralelna s vektorom a i
sadrzi 0(0, 0, 0).

Teorema 12.29 Neka sua, bic 0 vektorii Arealan broj. Tada

a) prb@a+ g) = pr5(a) + prSZE),
b) pr~(Aa) = Aprs(a).

odnosno pr5 je linearna transformacija. Videti 15.1.

Dokaz je oCevidan sa slike. Evo joS jednog dokaza.

Kako se normalnom projekcijom odrzava paralelnost i kako se normalnom
projekcijom Cuva i homotetija sa centrom u 0(0,0) zbog Talesove teoreme,
to koris¢enjem teoreme 12.29, tj. geometrijske definicije linearnosti koja kaze
da je funkcija /7 : M —R linearna akko odrzava paralelnost i sve homotetije
sa centrom u 0(0,0), sledi dokaz. Videti 15.4

Drugim reCima, distributivnost skalarnog proizvoda i linearnost jesu ek-
vivalentne Cinjenice, pod uslovom da je pr(ZAx) = Apr{/x), $to naravno vazi
zbog Talesove teoreme.

Teorema 12.30 Projekcija zbira vektora na ravan k jednaka je zbiru pro-
jekcija tih vektora na ravan k odnosno

prn(a+ b) = PD/a) + prn(b),
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piv(Aa) = Apiv(a).

Dokaz Analogan dokazu teoreme 12.29.
Funkcije kao Sto je pr™, za koje vazi teorema 12.29 i funkcije pr™ za koje
vazi teorema 12.30, nazivaju se linearne transformacije. Videti 15.1.

Definicija 12.31 Nula vektor je normalan na svaki vektor.

Teorema 12.32 Va,b,ce V

a) ag#: _\Fa\’z < K =

b ab= ba

¢y a_Lb<wab=o,

d) (Va € M)a(ab) = (aa)b = a(ab),

ey ab+ Q= ab+ ac<=prs(b+ Q = prd(b) + pr3(c)

Dokaz pod e) sledi iz pr$(w) = ==u = F)jU zau » 0 Aa ™ 0, dok za
a = 0 distributivnost skalarnog proizvoda u odnosu na sabiranje vektora je
ocevidna.

Definicija 12.33 Skup vektora {ai,a2,... ,an} ortonormiran je ako je svaki od njih jedini¢ni i ako su
svaka dva medusobno normalna (ortogonalna). Uredena n-torka vektora (ai, az,..., an) ortonormirana
je akko je {ai,az,..., an} ortonormiran. Realna matrica U ¢ije kolone su ortonormirani vektori, tj.
UTU —I, naziva se ORTOGONALNA ili UNITARNA.

Ekvivalentna definicija za definiciju 12.23 jeste sledeca teorema, koja se
moze uopstiti kao definicija projekcije na vektorski potprostor generisan n-
torkom ortonormiranih vektora (qi,q2, ===, gn)-

Teorema 12.34 Ako su <j i g2jedini¢ni medusobno normalni vektori odnosno
{Cu G} ortonormirani skup vektora, tada (q[x)q[ + ((hx)q2 jeste projekcija

vektora x na ravan n paralelnu sa vektorima gj i g2 tj. pr~af) = pr™(x) +
2

Preg(x) = (a[x)al + (@2x)g2 = Ypi=1(qix)q[, ar = x -p rwx) =

i=1
je normalan na q[ i g2 tj. nan ir je projekcija vektota x na vektlor n nor-
male ravni n t. r = pr™(x) = (9?,X)qz, gde je g3 jedinicni vektor istog smera
i pravca sa r. M<Uiz.zs.;
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Funkcija P(x) = pr*(£) = {qx)q[ + {g2x)q2 = Jeste linearna
transformacija, koja je projektor (P2 = P), projektuje svaki vektor na pros-
tor generisan vektorima g[ i <2 U geometrijskoj interpretaciji to je projekcija
na ravan 7 paralelnu vektorima g[ i q2. Videti sledeéu sliku 12.3.

Dokaz Kako je {qix)qgx projekc.ija vektora x na pravac jedinichog vektora
gi i {g2x)g2 projekcija vektora x na pravac jedini¢nog vektora g2, to je njihov
zbir dijagonala pravougaonika Cije su stranice \gW\ i X\, jer su o\ i g2
jedini¢ni i medusobno normalni. Sada je jasno da je x telesna dijagonala
kvadra (pravouglog paralelopipeda), Cija je projekcija na ravan pomenutog
pravougaonika ba$ njegova dijagonala (q\x)gi + (g2x)g2, a vektor r projekcija
vektora x na visinu kvadra.

Toorema 12.35 Ako su qu g2 i g3 jedini¢ni, medusobno normalni vektori
odnosno {<%, 72, <8 ortonormirani skup (baza) vektora, tada je

(VieV)x = pri(x) + pro(f) + prg(x) = (ajx)gi + (@2)q2+ (g3)q3
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Dokaz x —Oigi + »292 + <93 =teq\x —q\{exig\ + 022 + <3gjj) =+
q\X = «i. Analognoje i g2x = a2i gjx = a3.

T(H)rcnia 12.*16 VektorskafunkcijaF = ref',. : V —V definisana sarein(x)
2prv(x) - x jeste involutorna, F(F(x)) = x, t. F-1 = F. Involutorne
funkcije nazivaju se i REFLEKTORI. U geometrijskoj interpretaciji F
je ravanska simetrija u odnosu na ravan Ir.

T?0TBIHa*TZi37 Gram-Smitov algoritam. Neka su a\, a2 i a3 nekomplanar-
ni (linearno nezavisni) vektori i ravan n paralelna s vektorima a\ ia2. Tada
su vektori

g2 Prle2) _  02—+«2)gl - . .
l2-prfl(a2)]  [a2-(gia2)gl] 1 Videti 12.26
q_  as-prir@) aderg(@prv@3  o3—gios)s —(9203)92 1234
n 1“3-pr7r(S3)] |8B—pr9 (a3)—pr9(a3)l Ja8—(9103)9 —(9%203)921 " '

jedinic¢ni i medusobno normalni, a (r/], g2, ¢fi ortonormirana baza.

Ovih osam triedara (rfi, g2, qj) odreduju osam oktanata. Da li su ovo
jedini triedri za dati triedar (ai,a2,a3)? Jesu, ukoliko je L(ax) = L(q{) @\
i d\ kolinearni), L(a\, a2) = L(g\.g2) (ravan odredena sa d\ i a2 paralelna s

ravni odredenom sa gx i g2) Videti 14.9.
Ako se sve izrazi u matricnoj formi, odnosno uvedu oznake

“1 aiz “13
a2l a2=02— “2 a3=a3= a2
o3 as _ 083 .
o11 912 913
921 ©R=$2 = <2 9B=g3= 923
931 L 933

tada se teorema 12.37 mozZe zapisati i u matricnom obliku:

_ “11  ai2 ai3 911 912 913 rn ri2  ri3
A= a2 a2 as - 91 92 923 o r2 3 =0QR <
“31  “32 033 931 932 933 0 0 r33

“l=r,qi A a2 = pj29l +r292 A a3 = i39] + r23

gdesurlt = Ja+ |, = |2 - (9102)911 33 = |8 - (91“3)91 - (9203)92!

ri2 = 9102, ri3 = 9ia3, 9203, paje algoritam (redosled) izraunavanja brojeva rtj i vektora g)
rn = Jail, T ri2=9i02, ri3 =9io3, r2 = 1“2 - r1291,
R=" + r23 = 9203, r3 = '@ - ridgi - rB®f  dg= ifuel

Ovaj algoritam dobijanja ortonormiranog triedra vektora (91,92,93) od triedra (ai,a2,a3) jeste Gram-
Smitov algoritam ortogonalizaeije, a A = Q ®R naziva se QR faktorizacija matrice A. Dekompozicija
A = QR jeste QR faktorizacija matrice A akko su kolone matrice Q ortonormirani skup vektora (Q je ortog-
onalna odnosno unitarna) i matrica R gornja trougaona i regularna, tj. det RjT 0. Dalije QR faktorizacija
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regularne matrice A jednoznacna ako je L{a\) = L{q\), L{a\, a2) = L{q\, g2) i L{a\, 02,03) = L{q\, (2i93)1
gdesu L{a\,..., an) =< 01,... ,an > oznake za prostor generisan vektorima a\,..., an7 Jeste do naznake
+ ispred m , r22 ir33. Jasno je daje QTQ = | to jest detQ = + 1~ 0, 3to sa nezavisno$¢u vetora a\,
a2 ia3 impliciradetA /0 ilir13g 0,r22 ™~ 0ir33g 0. Videti 10.24 i 10.10. Podsetimo jo$ jednom na
vazne oznake

x\
def
x = x\i + x2 +x3k = (11,x2,x3) = x2 = X= [x\X2x3\l
x3

Definicija 12.38 Uredena trojka nekomplanarnih slobodnih vektora naz-
vace se triedar vektora ili baza prostora slobodnih vektora.

Definicija 12.39 U skupu r svih triedara vektora moZe ”se na slede¢i nalin
definisati specijalna relacija p. Neka su (a, 6,¢) i (ai, &i,Ci) triedri. Tada

postoje tacke O, A, B, C, A\, B\ i C\ takve da sua =0OA, b=0B, c=0C,

ai =OAIi, bi =OBi ici =OC\. UoCimo rotaciju oko prave kroz tacku O
normalne na NOAAIi koja tatke A, B, C preslikava u tacke A', B', C' tako
da tacke O, A' i Ai budu kolinearne i da A" i A\ budu s iste strane tacke O.
UocCimo i rotaciju oko prave kojoj pripadaju tacke O, A\ i A’ i koja taCke B'
i C' preslikava u tacke B" i C" tako da B'" pripadne ravni AOA\Bi i”B" i
B\ budu s iste strane prave OA\. Sada se mozZe reci daje (a, b,c)p(d\, b\ c\)
ako i samo ako su C" i C\ s iste strane ravni AOAIB\.

TeoregiifeiJ*O Relacija p iz prethodne definicije jeste relacija ekvivalencije
i faktor skup imd tac¢no dva elementa odnosno dve klase ekvivalencije.

Definicija i2 41 Klasa ekvivalencije iz prethodne teoreme kojoj pripada trie-
jdar (i,j,k) nazvace se skup desnih triedara, gde je (i,j,k) unapred fiksirani
triedar jedini¢nih vektora od kojih su svaka dva normalna, a druga klasa skup
levih triedara.

Napomenimo da se desni triedar ne moze definisati ukoliko se ne fiksira
neki triedar i proglasi desnim, a svi koji su iste orijentacije s njim su desni!

Da li je korektna definicija: triedar vektora (a, b, c) je desne orijentacije
akko je

ai P\ C
a2 c2 > 0, videti 12.55
a3 h c3

ea m\i+aj +a3fc b= b\i+ b2 biki
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Naravnojia nije, jer prethodna nejednakost govori samo da su triedri
(a, b, Qi (i,j, k) iste orijentacije (i nista vise)! Ukoliko se prethodno definise
daje triedar (i, j , k) desne orijentacije, onda je prethodna definicija korektna.

Drugim re¢ima, ne moze se matematicki definisati Sta je desni triedar ako
se ne fiksira jedan triedar i proglasi za desni! (makar bio i levi!ll).

Ova konfuzija nastaje jer su ljudska biéa svesna desne i leve ruke. Prva
tri prsta desne ruke Cine desni triedar, a leve ruke levi triedar.

Od svih Sest uredenih trojki Cije su komponente razliCiti elementi skupa
nekomplanarnih vektora {a,b,C}, tri su desni, a tri levi triedar. Ciklickim
permutovanjem vektora u triedru orijentacija se ne menja, jer ciklickim per-
mutovanjima vrsta determinanti matrice znak determinante se ne menja.

Zadatak 12.42 Neka je (01,02,03) uredena trojka nekomplanamih vektora (triedar vektora).

a) Uzavisnosti od vektora «1,02 ia$ i operacija sabiranja vektora, mnozZenja skalara i vektora, inten-
ziteta vektora i skalarnog proizvoda vektora, izraziti sve triedare (fi, 92,93) jedini¢nih, medusobno
normalnih vektora, takvih da je <fi kolinearan sa al, a vektori <fi,<r20L i 02 komplanarni, svi
paralelni jednoj istoj ravni.

b) Koji od tih triedara (91,92,93) ima istu orijentaciju s triedrom (al, 02,03)?

ReSenje a) Jedno reSenje je triedar (91,92,93) = (ri,r2,r3), gde su

= = _ g2~(ns2)rl . _ a3—(fi53 r,I;(rZS3)ri_ -
fl= 5 - BIHE3n 1 s IG—(Fiasin—(r2aay 5T @ SVa resenja su

(91,92,93) G {(n ,f2,f3),(fi,f2,-f3),(fl, - f2,f3), (ri, ~f2, —f3),
(-ri,r2,r3),(-ri,r2,-r3), (—fi, -f2,£3), (-fi, -f2,-f3)}.
b) Iste orijentacije sa trijedrom (01,02,03) jesu
(f1,f2,£3), (fj, —f2,—£3), (—Fi,f2,-f3) i (—fi, -f2,f3).

Definicija 12.43 U skupu V definiSe se operacija x na slede¢i nacin: a x
b= C akO je pravac vektora C normalan na pravce vektora a i b, intenzitet
XA = Ja]l6lsn (a,b) a smer je odreden time da uredena trojka vektora

(a, b, © bude desni triedar. Ova operacija naziva se vektorski proizvod.

Da lisu fi = fa= |IMI if2=f3x fi,gdesu fi,f2if3 vektori iz reSenja zadatka 12.42?

Definicija ekvivalentna definiciji 12.43 moZe se dobiti pomoéu skalarnog proizvoda i teoreme 12.37 pri-
menjene na triedar vektora (o, b, €).

Teorema 12.44 Nekaje (a,b, ¢) triedar vektora, odnosno (a, b, €) trojka nekomplanarnih (lineamo neza-
visnih) vektora. Tada je

axb—< 93I"IN G (0, b) ako je (a, b,¢) desne orijentacije
1 —93 |o]l)lsin $i(a, b) ako je (a,b,c) leve orijentacije

- (o] 6- (916)d c—(916)9 - (926)92
gde su 91 = — 92:—(—) 93 = (016) (926) Da lia x 6 zavisi od ¢ ?

M p- (169! " lc-(o16)d - (926)92!

Da li Jax 6]zavisi od ¢? Jesu li su triedri (a,b,c) i (91,92,93) uvek iste orijentacije?
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Zadatak 12.45 Nekaje (a,b,C) triedar vektora desne orijentacije i neka je g\ —y|p

q2 = ) iff = e ... Dokazati da 5e
16-(gifc)9l] 1 \c-(qiS)qi-(q2C)a: \

a) -Sx£ = g3

) 13x6] lq| n

b) (q\,q2,43) triedar uvek iste orijentacije sa triedrom (a,b,C).

Teorema 12.46 (Va,b,c GV) (Va6 R) vazi:

a) axb = -(bx a),

h a@x® =k, xO=
C) Ab<ax =0,

d axa=-° A

e) al-b <mp xb\ 5 &

Dokaz su direktne posledice definicija.

Algebra
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Teorema 12.47 Za proizvoljne vektore a, bicvaziax (b+c) = ax b+
a x ¢, odnosno distributivni zakon vektorskog proizvoda u odnosu na sabiranje

vektora.

Figure 12.4:

Dokaz Ako su bar dva vektora od vektora a, b i ¢ medusobno koline-
arna, tadaje tvrdenje direktna posledica definicija vektora, sabiranja vektora,
vektorskog proizvoda i teoreme 12.46. Ako nikoja dva vektora, od vektora a,
b, ¢ nisu kolinearni, tada se odaberu takve tacke (), A, B, C, D iz prostora
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E daje

1) OA=a OB=Db OC=c i OD=b+c,
odnosno da je OCDB paralelogram.
Zatim se konstruiSe ravan a kojoj pripada tacka O i koja je normalna na
pravac vektora a. Normalne projekcije taaka B, C i D na ravan a oznacice
se redom sa B*, C' i D'. Jasno je da je

2) OA x OX=0A x OX"' zasvako X C{B, C, D},
jer su pravci i smerovi ta dva vektora oCevidno isti, a intenziteti su jednaki

jer su povrsine paralelograma nad vektorima OA, OX i OA, OX"' iste zbog
jednakosti njihovih osnovica |OA |i odgovarajuéih visina JOX"' |} Takode
je

3) OD'=0B" + OC'
na osnovu 1), 12.29, 12.23 i 12.30 (projekcija zbira jednaka je zbiru projek-
cija).

Pretpostavimo sada da je
4) OX"= -Ar OA x OX" zasvako X G{B,C, D}.

Ocevidno je da su tacke C", D", B" dobijene rotacijom tataka C', D', B' oko
tacke O za 90°, pa je paralelogram OC'D'B' podudaran sa paralelogramom

OC'D'DD. Zatojz OD'=0OB"' + OC" sledi
OD"=0B" + OC", a odavde zbog 4) sledi

— 04 x OD'= OA x OB’ 04 x OC',
OA OA OA

S§to mnoZenjem sa JOA |daje
OA x OD'=0OA x OB"+ OAx OC'
odakle zbog 2) daje

04 x OD=0OA x OB + OA x OC
i na kraju, zbog 1) sledi

ax (b+c)=axb +axc.
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Teorema 12.48 Nekaje (i,]j, k) triedarjedinicnih vektora desne orijentacije
(desni triedar), gde je itj, i+ k, j+k, odnosno triedar (i,j, & je ortonormi-
ran (16.8). Tada za proizvoljne vektore a = aii+ a2 + ask ib = bii+ b + b3k
(pogledati 12.18 b) vazi:

a) ab :Ja\bi + a2 + 0363, )
b) ax b= (a2b3- a3b2)i + (a3bi - aib3)j + (a”™ - a26i)A =

a2 &3 3 ai a3 - Qg a2 ali ;2 :3
- - J + B
b2 b3 bi b3 bi b2 bi b2 o
c) k= \Vvdd= yl/af~+a]~+a],
d i(a,b) = arccos”,
e) atb<=ab=0 (+>Nax = Jall6]l ?
Dokaz
a) Kako suii = jj = kk = 1, ij = ik = ;jk = 0 i vazi distributivnost

b)

d)

skalarnog proizvoda u odnosu na sabiranje vektora (teorema 12.32), to
sledi tvrdenje.

Kako je na osnovu definicije vektorskog proizvoda i definicije triedra
(bJ, k)

X i 3 k
i 0 k ~j
J -k 0 i

k 3 —i 0

i kako vazi distributivnost vektorskog proizvoda u odnosu na sabiranje
vektora, tj. teorema 12.47, to sledi tacnost tvrdenija.

Na osnovu definicije 12.19 skalarnog proizvoda vektora sledi
a —aaea =

Videti 16.5 i 16.3.

Sledi iz definicije skalarnog proizvoda.
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Teorema 12.49 Ako je f{a) = (ia,ja, ka), tadaje f : V — »VB bijektivna funkcija.
Dokaz Kako je prg funkcija 12.20, to je i / funkcija. Injektivnost sledi iz
f(a) = f(b) =m(ia,ja,ka) = (ib,jb,kb) =i(a —b) = 0 Aj(a —b) = 0 Afc(a —6) = 0=>a = 6

jer vektor a - b/ 0 ne moZe biti normalan na svakom od vektora i, j, k, paje a —6 = 0. Sirjektivnost
funkcije / je oCevidna, jer za svaku uredenu trojku realnih brojeva (aj, 02,03), postoji vektor a = a\i +
023 + a3k za koji vazi f(a) —(a\,a2,03), $to se jednostavno proverava jer je ocevidno ia —a1, ja = a2 i
ka = 03.

Koristiée se kraéa oznaka f(a) = (ai,a2,a3) = a. U stvari, funkciju / bi trebalo oznacavati sa
fq>-tr,, medutim, zbog kratkoce zapisa, to se ngc’e ¢initi.

Ista funkcija / mogla se definisati i pomoéu teoreme 12.18, gde se za vektore a,b i ¢ uzmu vektorii,j
i fc, azaa, Bi7 redomia = ai, ja =2 ifca= a3. Funkcija /, znaci, preslikava slobodne vektore u uredene
trojke Cije su komponente realni brojevi.

Teorema 12.50 Neka je o : 13 x |3 — M binarna operacija definisana sa a o b = (ai,a2,a3) o
(61,62,63) = ai&i + a262 + a363 za sve 3, b € B3. Tada je

a ob = ab

Dokaz a ob 12=9' (ai, a2,a3) 0 (61,62,63) = ai&i + a262 + aze3 = ab.

Teorema 12.51 Algebarska struktura (V,+, x) izomorfnaje algebarskoj strukturi (1IR3, +, *) (videti 6.19),
gde je (a\,a2,a3) * (61,&,63) = (a263 —a3&,a36i —ai&3,ai&2 —a2&i).

Dokaz lzomorfizam je bijekcija / iz teoreme 12.49. Prvo se dobija
/(a+s6) = 'f(a\i+ a2/ + a3fc+ 61i + 62/ + 63fc) —

12.6=2.n- /((ai + 61)i + (a2 + 62)j + (a3 + &)fc) 12=9' (ai + 61,a2 + &,a3 + 63) 6=9

6=9‘ (ai,a2,a3) + (61,62,63) = f(a) + f(b).

Takode je i
f(a X 6) 12=8, f((aii + a2/ + a3fc) X (b\i + &J + 63fc)) =
- _ » 12.49.
/((a263 - a3&)i + (a36i —ai&3)/ + (ai62 —a26i)fc) =
(a2&3 —a362,a3& —ai&3,ai&2 —az6i) 6=9' (ai,a2,a3) * (61,62,8) =

/@) * A8=

Ako se primeni / -1 na jednakost /(a X6) = /(a) * /(6) i stavia = /- 1(a), 6 = /- 1(b), dobija se

/-1(a)x/-1(b) =/-1(a*b).

Teorema 12.52 Afcoje f funkcija iz teoreme 12.49 i operacija «iz zadatka 6.19, tada za svaki realan
broj a i svaki vektor a vazi f(aa) = a mf(a) odnosno /-1 (a «3) = af~ S
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Dokaz
f(aa) 12=9' (i(aa),j(aa),k(aa)) 12=9' (a(ia), a(ja),a(ka))

= af(ia,ja,ka) = a-j(a).
Ako se primeni / _1 najednakost f(aa) = a -f(a) istavia = /-1(¢l), dobijase/ _1(am) = a/_1(a).
Teorema 12.53! (Teorema o dvostrukom vektorskom proizvodu) Za sve vektore a,b,c£V vazi
a) (a X6) Xc= (ac)b —(bc)a, b) a X (6 X ¢) = (ac)6 —(ab)c.

Dokaz
(ax 6 xcr49 (/_1(a) x /_1b)) x/_1(c) r=51

/_1(a* b) x/_1(c) B8/ _1((a* b) *c) 6=9
/_1((ao C) b - (b0 C) ma) 12251 /_1((a0 C) =b) - /7 1((bO C) wa) 1=52
BB @ao c)/-1(b) - (bo c)/_1(a) 128 125 (a)6- (&K

Analogno se dokazuje i u slu¢aju pod b).
Definicija 12.54 MeSoviti proizvod vektora a, b i c jeste a{B x C).

Teorema 12.55 MeSoviti proizvod nekomplanarnih vektora a, b i ¢ je po
apsolutnoj vrednosti jednak zapremini paralelopipeda koji je odreden tim vek-
torima a, b ic ijednak determinanti matrice Cije su kolone redom koordinate
vektora a, b i c.

Dokaz Jo6 x §] = Yox c|] =]prix_(@] = B mh = V, gde je B baza, h
visina i V zapremina paralelopipeda OMNPO'M'N'P*, pri ¢emu je OM= b,
OP=ci00'= a jer je bx c] = bcsin )lib,c) povrsina paralelograma, a

IPrex-(a)! je visina paralelopipeda zbog normalnosti vektora (6 x €) na bazu
paralelopipeda.

Teorema 12.56 Vektori a, b i ¢ komplanarni su akko je njihov meSoviti
proizvod jednak nuli.

Dokaz_(ﬁ?) Ako su a, b i ¢ komplanarni i ako je bar jedan od njih nula
Xektor ili 6]]c meSoviti proizvod ce oéevicino biti nula. Neka su sada a™O,
b~rO, CjEOib\\c. Tadaje 0~ (®x Q i o, i na osnovu teoreme
12.32(c) a(b x ©) = 0.

{<=) Ako je meSovit proizvod a(b x ) jednak nuli, tadaje a = 0ilibxc = 0ili
a_L(6xe). U svakom od ovih slucajeva ili je bar jedan od vektora jednak nuli,
Sto znacCi da su komplanarni (definicija 12.15), ili su vektori b i ¢ kolinearni
ili su sva tri vektora a,B i ¢ normalna na vektor b x c, pa su zbog toga

komplanarni.
Drugi nacin dokazivanja ove teoreme je primena prethodne teoreme.
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Zadatak 12.57 Neka su ABCDEF pravilni Sestougao, P i Q sredine redom
stranica BC i EF i taCka T presek duzi AP ¥BQ. U kom odnosu tatka T
deli duzi AP i BQ?

ReSenje Ovakvi zadaci reSavaju se tatho utvrdenim postupkom koji ¢e
biti izlozen kroz ovaj primer. Uociti bilo koji poligon Cijoj konturi pripada
bar jedna od duzi koje ucCestvuju u trazenom odnosu, na primer ABT. U
slede¢em koraku, napisati zbir vektora po konturi tog poligona i izjednaciti

ga s nulom, tj. AB + BT + TA= 0. Uociti neka dva nekolinearna vektora,
na primer AB= a i BC= bi sve vektore sa konture izraziti pomocu vektora
aib (12.16). Jasno je daje zbog teoreme 12.14 TA= a PAiBT= 3BQ za
neke skalare a i (3 Sada sledi dasu TA= a PA= a(—b—a)iBT= BBQ-=
(3(—2a + |b) Sto unoSenjem u AB + BT + TA= 0 daje

(1-2(3-a)a+ (~/3- =a)b=0.

Odavde, na osnovu teoreme 12.16, sledidasu 1—23—a =01i |/27—\a = 0,
ti,. a=\i(3=\, p&SUuBT:TQ = 1:14iAT:TP = 3:2. '

Neka su A, B, C i D cetiri proizvoljne tacke.

----- > — S N —

> .
a) Akoje OM = rMiON = fN, izraziti M N i NM u zavisnosti od

fN, koji se nazivaju vektori polozaja tataka M i N .

b) Dokazati da je: 2ACBD = BCBC + ADAD —ABAB —DCDC.
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c) lzraCunati ugao izmedu dijagonala AC i BD cCetvorougla ABCD ako
SuAB =11, BC =13, CD =8iDA=A

Zadafakr4~2755—ReSiti jednacinu x + ax X = bu skupu vektora.

ReSenje Ako se data jednacCina skalarno pomnozi vektorom a, dobija se
ax = ab. Mnozenjem vektorski date jednaCine vektorom a dobijase ox x +
ax (axx) = axb. lzrazavanjem vektora a x x iz date jednacine i unoSenjem
u prethodnu jednakost, dobijase b—x+ ax (ax x) = ax b. Koris¢enjem
teoreme 12.53 i zamenom ax sa ab iz prethodne jednakosti dobija se da
je b—x + (ab)a —a2x = a xb, odakle je x = ((ab)a + b—a x 6).

Zadatak 12.60 Naci skalarni proizvod vektora a i E; ako su vektori a =
3p —2q i b= p + 4q, gde sup i g normalni ijedini¢ni vektori.

Zadatak 12.61 Koliki je zbiramb+ bmc + c *a ako su a,b ic tri orta koji
zadovoljavaju uslova+ b+ c = 0.

Zadatak 12.62 Nadi intenzitet vektorap = 4a —b+ 8c, ako je a+b+c+a i
njihovi intenziteti 2.

Zadatak 12.63 Nacdi duzinu krace dijagonale paralelograma konstruisanog
nad vektorima a = 5p+ 29 i b = p —3g, ako su YA = 2\[2, X\ = 3 i
$ (o) = «/4.

Zadatak 12.64 Nadi ugao izmedu vektora a = 3p + 2q iE: p + hg, ako su
p i g uzajamno normalni jedini¢ni vektori.

Zadatak 12.65 Akosu o = 2, Bl = 5 (a,b) = 2¢\/3, odrediti za koju
¢e vrednost koeficijenta a vektori p = aa + 17b i g = 3a —b biti uzajamno
normalni.

Zadatak 12.66 Koji ugao obrazuju jedini¢ni vektori s i t, ako su vektori
p=s+ 2t iqg= 55 —4t uzajamno normalni.

Zadatak 12.67 Za koju vrednost koeficijenta a ¢e vektori p = aa + 55* i
g = 3a —b biti kolinearni, ako vektori a i b nisu kolinearni?

Zadatak 12.68 lzraCunati povrSinu paralelograma konstruisanog nad vek-
torimaa=m+2nib=m—3n, za m=5 n=3ig(m,n)=%/6.
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Zadatak 12.69 IzracCunati sinus ugla izmedu dijagonala paralelograma kon-
struisanog nad vektorima a= 2rh+ n—p ib=rh—3n+p, gdesum, nip
uzajamno normalni ortovi (jedini¢ni vektori).

Zadatak 12.70 IzracCunati zapreminu paralelopipeda konstruisanog nad vek-
torimaa=p- 3q+r, b=2p+qg- 3ric=p+29+r, gdesup, qir
uzajamno normalni ortovi (jedini¢ni vektori).

Zadatak 12.71 Dati su vektori a = 2m —3n+ 4p; 6 = rh—n —p ic =
4m —5n + 2p. Razloziti vektor ¢ u pravcu vektora a i b.

Zadatak 12.72 Dokazati da su vektori a = 3i —Aj + 2k, b= 4i + j —kii
c = 6i + Ilj —7k komplanarni i razloziti vektor ¢ u pravcu vektora a i b,
odnosno napisati u obliku ¢ = aa + (3b, gde su a i (3 neki realni brojevi.

Zadatak 12.73 lzraCunati povrSinu paralelograma konstruisanog nad vek-
torimap=2a+ 3big=a- 4b, gde suaib normalni i jedinicni.

Zadatak 12.74 lzraCunati \Nzagq= (3m + 4h + 5p) x (m + 6n + 4p), gde
sum, h ip uzajamno normalni ortovi (jedinicni vektori).

Zadatak 12.75 Dokazati daje meSovit proizvod tri vektora, od kojih su dva
kolinearna, jednak nuli.

Zadatak 12.76 Naci zapreminu trostrane piramide Cija su temena u tatkama
A{2,-1,1); B{5,54); C{3,2,-1); D{4,1,-3),

Zadatak 12.77 Naci visinu CD trougla, ako znamo njegove strane AB =
3p—4q i BC = p + 5q, pri ¢emu su p i qjedinicni i normalni.

Zadatak 12.78 (a x b){a x b) + (ab)(ab) = (aa){bb)

Uputstvo: sinza + cos2a = 1



Poglavlje 13
ANALITICKA GEOMETRIJA

Ako se u geometrijskom (euklidskom) trodimenzionalnom prostoru, pored fik-
siranog jedini¢nog triedra vektora (i, j,k), gde su svaka dva vektora medusobno
normalna, fiksira i jedna tacka O, dobija se Dekartov pravougli koordinatni
sistem, gde su ose x,y iz odredene redom vektorima i,j i k i tackom O.
Drugim reCima, dobijena je bijektivna funkcija koja svakoj tacki prostora
pridruZuje uredenu trojku realnih brojeva. Cinjenicu da tatki A odgovara
uredena trojka realnih brojeva (X, y, z) oznacice se sa A(X,Y, ).

Jasno je da svakom vektoru jednoznacno odgovara tacka A takva da je

vektor OA ba$ taj vektor i njega ¢emo oznaCavati sa rA i zvati ga vektor
poloZaja tatke A, gde je O koordinatni poCetak. Videce se da je to izomor-
fizam prostora uredenih trojki realnih brojeva i prostora slobodnih vektora!

Definicija 13.1 Vektor ta —OA naziva se vektor polozaja tacke A, gde je

O koordinatni pocetak, r4 =OA= xi + yj + zk a (x,y,z) koordinate tacke
A(X,Y, 2).

Za taCku A(x,y,z), je rA = xi +yj + zk = ai zbog kratkoce pisanja
uobicajeno je da se a = xi + yj + zk zapisuje samo sa a = (X, Y, z), ili pre-
ciznije, kraci zapis je u stvari izomorfizam / (videti 12.49, 12.51 i 12.52) pros-
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tora slobodnih vektora u odnosu na sabiranje vektora i mriozenja skalarom
(V, +, 9 i prostora (r3, +, @ uredenih trojki realnih brojeva u odnosu na
sabiranje i mnozenja skalarom, gde je sabiranje trojki definisano kao

(«i, a2,a3) + (Pi,P2,P3) = («i +Pi,a2+ fi2, a3+ ()

a mnoZenje brojem Adefinisano sa X(a\,a2a3) — (A«i, Xa2, Xa3) .

Ako postoji tatka A(x,y,z), tada je f(rA) = (x,y,z), ali zbog kratkoce
(izomorfizma), kao Sto je ve¢ dogovoreno, izostavlja se /7 i piSe samo fA =
(x,y,z), ali / se podrazumeva.

Sada Ce se videti kako se elementarne Cinjenice iz analititke geometrije
jednostavno izvode pomocu vektora.

Neka su A(xi, yi, zi) i B(x2,y2,z2) taCke iz prostora.Tada je

Cinjenica 13.2

AB = \AB\ = XB - rA|= - rA)(rB ~rA)=f (*2- )2+ @2- Vi)2+ (22 ~z2f2

Lema 13.3
Deoba duzi u datoj razmeri .
Ako tatka M deli duz AB u razmeri A: 1, tj. AM = XMB, tada

fA + XfB
1+ A"

Dokaz AM = XMB AO + OM = X(MO + OB) »
& -C4+fM -XTM+ XIB <=»(! + X)fM= fA+ xfB <>

> f A+ArB
Y 1+A

Fakticki, to je jednacCina prave p = p(A, B) bez tacke B, odnosno A£ I\
{-1} <+ M e p\{5}.
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ema 134
eanacina prave p
— * _— _~
Oznaka OM = f = fM, podrazumevace da je r = fMonaj predstavnik

N 3 . . Neka je
vektora Cija je pocCetna tacka koordinatni pocetak o = 0(0,0,0).
p 13 [13 [

OM = fM=f = (x,y, z) vektorska promenljiva. Tada je
A(xA,Va,Za) e p Ip= (pi,P2,P3)

W . X-XA — y~-VA — Z-ZA _ ~»

o= A+t
P P Pl P2 P3

p : X = XA+tpx Ay:yA+tp2 A z- ZA+tp3
Ako pravoj p pripada (data fiksna) tacka A(XAYAzA) i akoje p\p =
(jPi,P2,Pz) (gde je p dati fiksni vektor), tada vektor polozaja f = fM =
(x,y, z) proizvoljne tacke M = M(X, Yy, z) te prave p,
po Prvom zakonu analiticke geometrije, oCevidno zadovoljava

fM=1f= fA+ tp
gde je t proizvoljni realni broj, jer je
Mep AMIp+>fM—FA| '&r —FA=tp.
Ocevidno je da vazi i obratno: ako vektor f=(x,y,z) zadovoljavajednacinu
f = fji + tp, tada taCka Cije su koordinate (x,y,z) pripada pravoj koja
prolazi kroz taCku A(xAYyA zA) i paralelna je sa vektorom p za neki
realni broj t. Znaci, jednacina prave u vektorskom obliku je f = fA+ tp,

Sto je ekvivalentno sistemu x — XA \tyy Ay = jja+ tp2 Az = za4
tp3 koji se naziva parametarske jednacine prave i Cesto ga zapisujemo i kao

A yyA N A=t odnosno kanonitki oblik jednagine prave.

X(ka su a = OA i b dati nenula medusobno normalni vektori, neka je

f=xi —yj - proiiK'iiljivi vektor i a ravan koja prolazi kroz koordinatni
pocetak, a nonnalna 'na vekloi' b. Tada vektgrskaA'eclnacina
dxr'--b.,

jeste jednacina prave”p-kéja pripada ravni a, paralelna je sa OA, udaljena
od OA za j™-Jvisma paralelograma Cija je osnovica OA, a pbvrsina |6]) i ako

je-P proizvoljna tacka prave p, tada je (a, OP, b) triedar desne orijentacije.

Bar jedan od vektora iz skupa {(1, A s), (0,1, 8), (0,0,1)}
jeste vektor proizvoljne prave, za neke realne brojeve Al 8.

Time je pokazano da vektor prave u jednacini prave zavisi samo od
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DVA parametra! Ovo je tacno jer ako je p vektor prave, tada i vektor koji
se dobije od vektora p menjanjem smera i intenziteta (mnoZenjem brojem
razli¢itim od nule), takode je vektor iste te prave.

Lema 13.5
Jednacdina ravni a

Oznaka OM = f = fM, podrazumevace da je f = fMonaj predstavnik
vektora Cija je poCetna tatka koordinatni pocetak o = 0(0,0,0).

Nekaje fM=r = (x,y,z) vektorska promenljiva. Tada je
Q(xqg,Vqg,zq) Gazxn = (A, B,C)

a:.nf=nfQ a:Ax+By+Cz+ D=0,
<> a AX- xQ+B(y-yQ+C(z- zQ =20

gde sun = Az+ Bj + Ck = (A, B, C) vektor normalan na ravan a, Q
proizvoljna fiksna tacka ravni a, f promenljivi (tekuci) vektor Ciji vrh uvek
pripada ravni a ako je njegov pocetak u tacki 0(0, 0,0), A, B, C, D surealni
brojevi za koje vazi daje A2+ B2+ 02~ 0-O (A,B,C) ™ (0,0,0) AN
OVB/OVC”™O0O, odnosno bar jedan od A,B,C razliCit je od nule i
D =-nfqg. _
Dokaz Jasno je da bar jedan od brojeva A, B i C mora biti razlicit od
nule, u protivnom to bi bila jednacdina praznog skupa za D ” 0 ili jednacina
celoga prostora za D = 0. Neka je dati vektor normale n = (A,B,C) =
Ai + Bj + Ck i tekuci (promenljivi) vektor fM = f =
= (X,y,z) = xi +yj + zk. Tada sledida Ax+ By + Cz+ D = 0 <+
& nf=-D O N+ ]| priag = <M(X,Y,2) € a, gde je a ravan
normalna na vektor n i udaljena od koordinatnog pocetka za | \u smeru
vektoran za D < 0, a u smeru vektora — za D > 0. O
Na primer, ako je a takva ravan da je Q(1, —3,4) 6 axn

= (2111 _5)1
tada za M(x, y, z) Ciji je vektor polozajaje fM=f = (x,vy, z) vazi

M €a<eprnf = prarQ |y N p At nr=nrQ

odakle sledi da je (2,1, —5)(x,vy,z) = (2,1, —5)(1, —3, 4)

odnosno 2x + y —5z =2 —-3 —-20<2x+y—5z+21=0. _ ~

Primetiti da se jednacina ravni a moze izvesti i iz Cinjenice QM=n, jer za
proizvoljnu tacku M (x,y,z), to jest fM= f = (x,y,z) vazi
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Mea OMAfi QMn=0 (em ro)n=0 nr=nrq

Bar jedan od vektora iz skupa {(1, A 5), (0,1, 8), (0,0,1)} jeste
vektor normale proizvoljne ravni, za neke realne brojeve A 5.

Ovim je pokazano da vektor normale ravni u jednacini zavisi samo od
DVA parametra! Ovo je tacno jer ako je n vektor ravni, tada i vektor koji
se dobije od vektora n menjanjem smera i intenziteta (mnozenjem brojem
razli¢itim od nule), takode je vektor iste te ravni.

Osnovna pravila za resavanje zadataka
iz analitiCke geometrije

1 Jedini¢ni vektor bilo kog pravca (ili prave p) dobija se kada bilo koji
nenula vektor p paralelan s pravom (pravcem) p podelimo njegovim

sopstvenim intenzitetom, tj. jedinicni vektor je A.
T PAAI/ZAC /MA SRt /] P
2 Bilo koji vektor jednak je proizvodu njegovog intenziteta i jednog od

jedini¢nih vektora kolinearnih (paralelnih) s njim.

3 U velini zadataka, potreban vektor u reSavanju dobija se kao vektorski
proizvod neka dva data nekolinearna vektora koji su oba normalni na
trazeni vektor.

Dati su vektori rA, o, b, ¢ irealni brojevi JAB] = dy, \BC\ = d2i \CD\ =
tako daje a JAB, b | BC ic JCD. Tada vektor rD, izrazen u
zavisnosti od datih vektora i skalara (brojeva), jeste
rD=fA+di] £d24+d 3],

gde se ispred sabiraka uzima znak + ako su vektori a, b, ¢ istog smera
s redom vektorima AB, BC, CD, u suprotnom znak —.

Lema 13.6

Parametarske jednaCine ravni
Neka su a = (a\,a2,a3) i b = (bi,b2,b3) nekolinearni vektori paralelni
sa ravni n i Q(xQyQ zQ tatka koja pripada ravni n. Tada ¢e proizvoljna

tatka M(x, y, z) pripadati ravni ir akko su vektori QM, a, b komplanarni, tj.
QM = tia+ t2b za neke realne brojeve n\ i t2, aakoje r = rM= (X, Yy, z), tada
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je tq + tia + t2b vektorska parametarska jednacina ravni, ekvivalentna
sis -emu parametarskih jednacina

X = xQ+ tiai + t2bi, y —yQ+ tia2+ t2b2, z = zQ+ tia3+ t2b3
gde su t\ i t2 parametri (proizvoljni realni brojevi).

MoZe se koristiti i teorema 12.56 da su vektori QM, a = (%, a2,a3) i b=
(61, b2, 63) komplanarni akko QM{a x b) = 0, odnosno (a x b)r = (a x b)rQ

Primer Naci jednalinu skupa svih tacaka koje su sredine neke duZi, Cija
je jedna krajnja tatka na pravoj a: A7l= = f\ i druga krajnja
taCka na pravoj b: f = —2ti — A2

ResSenje Proizvoljna tacka prave a je P(2ti + 1,ti —2, 3ti + 1) a prave b
je Q{3t2,212+ 3,-t2- 1). Ako su X,V i 2 koordinate sredine duzi PQ, tada
e

Xp+xQ 2ti + 3t2+ 1

wpt+vg DNF212+1
y= 2 2
+ 43 3tl—t2

Sto su zapravo parametarske jednacine ravni. Eliminacijom parametara t\ i
t2 iz ovih jednacina dobija se opsti oblik jednacCine te ravni
a:7x —1ly—z+2=0,priemusua Ja ,a fbid(a, a) = d(ai, b).

Lema 13.7 L .. .
Normalni oblik jednacine ravni

Ako se jednacina ravni Ax+ By + Cz+ D = 0 podeli intenzitetom vektora
Ai + Bj + Ck, to jest sa \JA2+ B2+ C2 (neka je D < 0, Sto ne utiCe na
opstost), dobija se

xcosa +ycos(b+ zcos7 = p >0, gdesu

A B
cosa = - cosB= — =—==——-—=
V/A2+ B2+ C2 NN+ B2+ C2
C . -D
COS7 = —F o e 1 P = s
\JAZ+ B2+C? \JA2+ B2+ C2

i gde su a, 31 7 uglovi koje vektor normale n ravni obrazuje sa jedinicnim
vektorima i, j i k, a p je rastojanje ravni od koordinatnog pocetka. Ovaj
oblik jednacine ravni naziva se normalni oblik jednacCine ravni.
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Lema 13.8
Segmentni oblik jednacine ravni
Ako je A mB mC mD " 0, tada je

Ax+By+Cz+ D=0 <m=m A~ig = L

~ AT T

Ovaj oblik naziva se segmentni oblik jednacine ravni. Brojevi u imeniocima
ove jednacine predstavljaju redom odsecke te ravni na osama x, y i z

Lema 13.9
Jednacina ravni paralelna sa dva data nekolinearna vek-
tora a i b i prolazi kroz taCku Q

Jednacina ravni a najceS¢e se izvodi tako Sto se odrede dva nekolinearna
vektora a i b, koji su paralelni sa ravni a, i bar jedna tacka Q{xi, ¥\, zQ koja
pripada ravni a jer je tada jednacina ravni

dxb) (f—rQ =0 A(x-xi)+B(y-yx+C(z- z{) =0,

gdejeax b= (A,B,C) = Ai + Bj + Ck. Ovaj oblik jednaCine ravni poznat
je kao jednacina ravni kroz jednu tacku.

Ako postoje bar jedan vektor n = (A,B,C) = Ai + Bj + Ck koji je
normalan na ravan a i bar jedna tacka Q(x\,yi, zd) koja pripada ravni a i
ako je r = (x,Y, z), tada jednacina ravni a glasi:

nr = nrQ<en (f —fQ)=0 *>A(Xx —xQ + B(y —yi) + C(z —2Z\)=()
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Lema 13.10

Jednacina ravni kroz tri tacke
Na osnovu do sada reCenog jasno je da jednacina ravni kroz tri nekolin-
earne tacke A{xxyi,'’Z\), B{x2,y2,z2) i C(x3,y3,z3) jeste:

(K - O x - rc)) (r~ C) =0 odnosno

x — X\ y-yi z — 2\

X\ - X2 N-2/2 zx- z2 = 0.
XX- X3 2/i -2/3 ZI - Z3

Lema 13.11

Prodor prave kroz ravan
Zajednicka tacka P ravni w: nf = nrQi prave a : r = rA+ ta dobija se
tako Sto se r = fA+ta uvrsti unr = nfQi reSi dobijena jednacina po t. Tako

se dobija da je t = QdfA—. Ako se tako dobijeno t uvrsti u r = fA+ ta,
promenljvi (tekuci) vektor f postaje fp i sledi formula za prodor P prave
a:.f =fA+ takroz ravan w: nf = nfQ

(fQ-r A)n
re=rA+ -a

Sve projekcije i kose i ortogonalne (normalne) na pravu i na ravan,
dobijaju se kao posledica formule prodora fp = fA H—(TA*qTJT—J&tI a.

Ako se u prethodnoj formuli uzme fq = (0,0,0) i fA = x, tada je fp
projekcija vektora x (= fA) naravan n : nf = 0 u pravcu vektora a. Ako
se sa / oznaCi funkcija koja svaki vektor x projektuje na ravan 7 u pravcu
vektora a, gde umesto n moze biti bilo koja ravan 0 | ir, tada prethodna
formula postaje f(x) = x —Afa odnosno

f(x) = x- ga = prff[lgx), gde je ravan n+n

Ako se sa g oznaci funkcija koja svaki vektor x koso projektuje na pravac
vektora a ,,u pravcu ravni 7 (ili paralelno sa ravni 7r) (videti 16.11 i 16.12),
tada je

g(x) = x- f(x) =x-(x- |fa) = ffd = prANf), nln
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Funkcija prs(x) = f.d (videti 12.20) jeste poseban slucaj funkcije g(x) =
prs™(x) = Hazan = a, tj. kada je projekcija normalna.

Funkcija prir) = x —pr™(f) = x — | In (videti 12.23 i 12.24) jeste
specijalni slucaj funkcije f(x) = pr*$(x) = x —4Ja zan = a, to jest kada je
projekcija normalna.

Drugim reCima, ako se proizvoljni vektor x napiSe kao zbir dva vektora
p i qtako da je p paralelan sa datom pravom a : f = rA+ ta i q paralelan
sa datom ravni n : nr = nrQ tada su vektori p i q jednoznacno odredeni i
P=Prsn(x) = |laiq=pr~z) = X- ga.

Funkcija g(x) moze se dobiti iz fp = fAH- Q —a ako se uzme da su
rA=0,fQ=xi fp = g(x).

Ako se sprovede uopStenje tako $to se umesto ravni n i prave a uzmu potprostori W\ i W? prostora Mn,
tada funkcija f(x) —x —=]a = pr~g(x), gde je ravan 7rxn, jeste definisana sa sledeéom teoremom:

Teorema 13.12 Neka su W\ i W% vektorski potprostori vektorskog prostora (Mn,E, +, «), W\ $W% =
H\-Y\x € WNAy € IV2} = Rni W\nU7 = {0} odnosno Mhje direktna suma potprostora W\ i U2 m Ureden
par (W\\W%) odreduje jedinstvenu funkciju f : Rn —Rn koja proizvoljnu n-torku x — (x\, x%,..., xn)
preslikava u n-torku f (x) tako dajef(x)EWN\ if(x) £ (x+ IV2) tojest {f(x)} = W\(I (x+ W) ili f(x)
je projekcija vektora x na W\ ,,u pravcu” (ili paralelno sa) VI2. Videti 16.12 i 16.11.

Kose projekcije vektora na pravu i ravan i kose
simetije vektora u odnosu na pravu i ravan

Definicija 13.13 Projekcija tacke A na pravu a ,u pravcu ravni a.”” (ili par-
alelno sa a) jeste tacka A' koja je presek prave a i ravni (3, gde su A E /3 i
a JB Akoje (a,a) = tada se projekcija naziva normalna ili ortogo-
nalna, u suprotnom je kosa projekcija.

Teorema 13.14 Kosa projekcija vektora x na pravac vektora a ,u pravcu
ravni ir” (ili paralelno ravni ir) jeste vektor tprs™(x) = j=a = A-

Teorema 13.15 Kosa projekcija vektora x na ravan ir u pravcu vektora a
jeste vektor pr™MANT) = x —|]a = z2.

Teorema 13.16 Kosa simetrija vektora x u odnosu na pravac vektora a ,u
pravcu ravni ir’’ (ili paralelno ravni ir) jeste vektor 2==a —x = ul.

Teorema 13.17 Kosa simetrija vektora x u odnosu na ravan & u pravcu
vektora a jeste vektor x —21Aa = up.
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Za vektore iz prethodne Cetiri teoreme ocevidno vazi X =ij + z2,
Z[ l1a z2 |, il = J(x + tTi), in=i(f +w), U= -u2

Nacrtati na istoj slici sva Cetiri slucaja!

Pogledati interpretacije preko matricnog racuna! 16.11, 16.12, 16.14 i 16.15.

Lema 13.18
Projekcija (ortogonalna) taCcke na pravu

Neka je prava a odredena tatkom A koja joj pripada i vektorom a sa
kojim je paralelna. Projekcija M’ taCke M na pravu a : r = rA+ ta dobija se
tako Sto se postavi ravan a kroz tacku M normalno na pravu a i trazi prodor
prave a kroz ravan a po prethodnoj formuli. Tako se dobija da je

r‘m y = r‘/e\-I-l aa S
Ako prava prolazi kroz koordinatni pocetak, tada se za r A moze tTZeti vektor
(tacka) (0,0,0) pa prethodna, formula glasi:

X af,, afM~—a-"~n, A

W= as o4 4T —\{1 ot = vr<;(r,X

Lema 13.19
Projekcija (ortogonalna) tacke na ravan

Neka je ravan a odredena tackom Q koja joj pripada i vektorom n na koji
je normalna. Projekcija M’ tatke M na ravan a : nf = nfQdobija se tako
Sto se kroz tatku M postavi prava normalna na ravan a i prodorna tacka te
prave kroz ravan a biée trazena tatka M’:

Jn

¥ n

Evo jo$ jednog dokaza, odnosno izvodenja te formule.
Uzeéemo da je nMQ > 0, §to o€igledno ne utiCe na opStost dokaza.

~ _ Tre, - (rQ- riven ~

rM>= rM+ MM = rM+ PranM Q = rM + S

Ako ravan prolazi kroz koordinatni pocCetak, tada se za fQ moZe uzeti
vektor (tacka) (0, 0, 0) pa prethodna formula glasi:
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Definicija 13.20
Zajednicka normala n pravih a i b jeste prava koja sece
prave a i b, normalna je na prave a i b.

Drugim reCima, prava n je zajednicka normala pravih ai b
akkojenna ™0 A Anla Antb

Lema 13.21

Algoritam za konstruisanje zajednicke normale
neparalelnih pravih (mimoilaznih ili koje se seku)

Neka je n zajedniCka normala neparalelnih pravih ajjai b\a Tada se
redom konstruiSu ravni a i (3, tacka P G n i prava n na sledeéi nacin:

l.aCaAa\b,2. bCBARBLa 3. anN(3={P} 4. nla AP Gn Jednacina

zajedniCke normaleje n :r = fP+ t(ax b), jer je n = ax bvektor normalanna
prave a i b. Drugim reCima, kroz pravu a postavi se ravan a paralelna s

pravom b, kroz pravu b ravan (3 normalna na ravan a i presek prave a s ravni
(3 jeste tacka P koja pripada trazenoj zajednickoj normali n. Prava koja
prolazi kroz tacku P i normalna je na ravan a (na prave a i b) trazena je
zajedniCka normala n.

Lema 13.22
Jedna tacka zajednicke normale mimoilaznih
pravih, jednacina te normale i presek dveju prava

Neka su neparalelne prave a i b odredene njihovim vektorima a i b i
odgovaraju¢im tackama A i B. Tada je jedna tatka P njihove zajednicke
normale n odredena jednako3éu:

~TA B, - p o as $BIEA (@ XD) xb)
anp a ((a x b) x b

rP=rA+ UB

Rezultat se dobija tako Sto se koristi formula 13.11 za prodor prave a : f =
fA+ ta kroz ravan (3 Ciji je vektor normale fip = (a x b) x bi algoritam za
dobijanje zajednicke normale 13.21.

Kako je vektor zajedniCke normale n = a x b, to jednacina zajednicke
normale glasi:

n:f=fp+taxh).
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Ukoliko prave a i bnisu mimoilazne, ve¢ se seku, tadaje fp vektpr,polOzZaja
njihove presecne tadkc'.

Zajednitka normala dveju mimoilaznih pravili moze se dobiti i na sledeci
nacin. Neka je prava a paralelna vektoru a - (ai, a2,03) i prolazi kroz tacku
A(xiyi,z\), a prava b paralelua vektoru b = (b\ b2,b3) i prolazi kroz tacku
B(x2,y2,22). Njihove jednacine u kanonickom obliku jesu:

A X X

a3 ~ " n
jizvoljna tatka P sa prave a ima za koordinate hnearnu”dimkcije od
promenljive"U._g proizvoljna tacka Q sa prave b ima za koordinate linearne
funkcije od prorneriijive s, pa onda vektor QP ima za koordinate linearne
funkcije od dve prorrieriljive”s; i t. S druge strane je QP = X(a x b). Iz-
jednaCavanjem tih vektora dobrJhT'semigtefh od tri linearne jednacine sa tri
nepoznate: t, si A Za izraCunat u vrednost parametra t dobija se tacka P na
pravoj a, a za izraCunatu vrednost parametra s dpbija se tacka Q na pravoj
b. ZajedniCka normahr'jcT'odrcdena tackama P i Q.
Ako pr,ave nisu paralelne, tada je sistem sigurno odrecten., Ako je ovaj
si.stcni neodreden, to znaci da su polazne prave paralelne!

Lema 13.23

Presek dveju ravni

Neka tacke A i B pripadaju redom ravnima a 1P, a neka su vektori na
i 713 normalni redom na ravni a i (3. Tada je tacka Al kao projekcija taCke
A na pravu a fl 6, odredena na osnovu formule preseka prave i ravni, gde
se prava bira tako da joj pripada taCka A i da je kolinearna sa vektorom
(na x nQ) x n,, a za ravan se uzme ravan (3. Prema tome, vektor polozaja

taCke A'glasi Vj~-OR fVu (zAN £/ - y) X

1 N N L —— ((nax np) x na’y,
( (na x fip) y.na \ni3

pa jednacina prave a fl (3 jeste f = fA + t(na x np).

Lema 13.24
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Rastojanje taCke od ravni

Rastojanje d(M, a) proizvoljne tacke M (xi, yi,Z\) od neke ravni a : Ax+
By + Cz + D = 0 jednako je projekciji vektora NM na pravac vektora
n= (A B, C), gdeje N(x,V,z) proizvoljna tacka ravni a:

d(M,a) = |pr*VM| =~ ~ =
il
\(Xxi - x,yi~y,zi - 2)(A,B,C)\ _ \W_+ Byx+ Czx- Ax - By - Cz2\
A\ A\
NAN + Byi + Czi + D\

~ VW +w +w

Lema 13.25 ) )
Rastojanje izmedu neparalelnih pravih

Rastojanje d(a, b) izmedu dveju neparalelnih pravih a i b, gde prava a
prolazi kroz tacku + i paralelna je sa vektorom a, a prava b prolazi kroz

taCku B i paralelna je sa vektorom b. jednako je projekciji vektora AB na
pravac vektora a x b odnosno

\(axb)AB\

d(a,b) = |pr,x?ABJ|
b x B

Lema 13.26

Rastojanje izmedu tacke 1 prave
Rastojanje d(a, A) izmedu prave a i tacke A jednako je visini paralelogra-
ma Cija je jedna stranica je \a\ a druga MA, gde su M neka taCka prave a i a

vektor sa kojim je paralelna prava a. Znagi, daA) = B A=
\MA-prsMA\-
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Lema 13.27
Presek pravih

Neka su prave a i b definisane svojim jednaCinama a : f = fA+t\ai
b:f =fB+ t2b. Kako se trazi zajednicka taCka S pravih a i b, to se mora
izjednaciti promenljivi vektor r od prave a s promenljivim vektorom f od
prave b, pa se dobija

fA+ N\Na= fB+ t2b+> AB = t\d —t2b

Projektovanjem jednacine AB = t\d —t2b na koordinatne ose x,y, 2 dobice
se tri jednacine sa dve nepoznate, t\ i t2.

Ako je sistem protivreCan iako je a \fh tada su prave a i b mimoilazne.

Ako je sistem odreden, tada postoje jedinstveni brojevi tti t2 i jedinstvena
presecna tacka S pravih ai bjeste rg= fA+ t\a ili fs = fB+ t2b

—x\ - - . - o 2-22
Presek pravih a : X y yl oA = ca y _ =

s
a\ —o3 Tllbm 02 ]

moze se dobiti i tako $to se izraze x iz jednacdine prave a u zavisnosti od t i x iz jednaline prave 6 u
zavisnosti od s, pa se dobijeni izrazi izjednace, Sto daje jednu linearnu jednacinu sa dve nepoznate po t i
s. Analogno se uradi isay isa z, pa se dobiju tri linearne jednacine sa dve nepoznate t i s. Ako je sistem
kontradiktoran, onda ne postoji zajednicka tatka pravih, a ako je sistem neodreden, prave se poklapaju;
ako je sistem odreden, odnosno postoji samo jedno reSenje, onda se prave seku.

DRUGI NACIN (videti 13.22):

Neka su prave a i 6 odredene njihovim vektorima a i b i odgovaraju¢éim tatkama A i B i neka se seku,
tj. (aXe6)(rA- fB)=0iaxi/ 0. Tadaje zajednitka tatka P pravih a i b odredena jednakos¢u:

g.tasrB) ((sx b xa)

b ((a Xb) X a)

=

o
1

=1

Rezultat se dobija tako $to se uzme da je ravan a odredena time $to joj pripada prava a i normalna

je na vektor (a X b) x a i primeni prethodni rezultat o preseku prave b i ravni a.

Lema 13.28

XPramen ravni
Pramen ravni je skup svih ravni koje prolaze kroz jednu istu pravu. Pra-
men ravni moze se dati, na primer, dvema ravnima koje se seku. Neka se
ravnif

(*) a: AX+ B\y+ C\Zz+ D\=01i 3: A X + B2y+ C2z+ D2—0
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seku. Napisace se jednacina proizvoljne ravni 7 koja pripada pramenu odredenom
presekom ravni a i fi. Kako se ravni a, fj i 7 seku po istoj pravoj, to su
njihovi vektori normala redom

na (A\,BucCi), np= (A2,B2,C2 i n'7

komplanarni, pa pogtoje realni brojevi f i,u, gde je bar jedan razlCit od
nule, takvi daje /in'7 + fna+ vfip = 0. Ako n'7 nije kolinearno sanp (7 /?
odnosno 77°/?), tada je £ 70, i deljenjem sa —f dobija se —|n'7 = nQ+ | +s,
gde je vektor —|n'7 takode normalan na ravan 7 pa ¢e se obeleZiti sa n7,
a broj | sa A Znati, dobija se da je n7 = nQ+ Ang, za neki realni broj A
gde je n7 vektor normale proizvoljne ravni iz tog pramena, izuzev ravni (3
Ako tacka M(x\,y\, z\) pripada ravnima a i 0, onda pripada i ravni 7 pa je
jednacina ravni 7

(A\ + XA2)(x —x\) + (B\ + XB2)(y —Y\) + (C\ + XC2)(z —2\) = 0 tj.

A\X + B\y + C\Z + X(A2x + B2y + C22)
—ANN\ —B\WY\ —C\A\ + X(—A2XAN —B2A\ —C22\) = 0
odnosno

(**) A\X + B\y + C\Z+ D\ + X(A2x + B2y + C2z + D2) = 0.

Za svaku ravan iz pomenutog pramena, izuzev ravni 0, postoji broj Atakav
dajednacCina (**) postaje jednacina te ravni, pa se zato jednacina (**) naziva
jednacina pramena ravni, izuzev ravni 0.

S druge strane, ravan (**) sigurno prolazi kroz presek ravni ( ), jer bi
u protivnhom sistemi () i (**) bili ili kontradiktorni ili odredeni, Sto je
nemoguce jer je (**) linearna kombinacija jednacina ( ).

Lema 13_.29 ) )
Jednacina simetralne ravni

Neka su date ravni a i 0 koje se sekuinekasnQeaiPeOi
a AX+B\wy+C\z+D\=0i0 AX+B%@+C2z+ D2=0

Naci sada skup svih tataka M (x,y, z) u prostoru, gde je vektor polozajar =
rM= (x,y,z), koje su jednako udaljene od ravni a i 0. Na osnovu formule
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za rastojanje tacke od ravni sledi da je d(M, a) = d(M, (5) ekvivalentno sa:
na(rg-r)__ , n0{rp-r)
Q| \fip\
A\X + Biy + C\Z+ D\ A¥x + BZ2V+ C2z +

7 AA\+ B\+cf~ = NAN + B\ + C2~ '
Trazeni skup tacCaka je unija skupa tacaka ravni

A\x+ B\y+ C\Z+ D\ _ AX + By + C%z + Dg

1" WWWWWE - WH+ei+cf 1

N ANX + + Ciz+ D\ _  AX+ @/ + C2Z+ £2
+ B\ + C\ \/A\ + B\ + C\

i svaku od tih dveju ravni, 5\ i 82, nazivamo simetralna ravan za ravni c>i 6.
Odrediti ugao izmedu ravni & i S2.

Lema 13.30

JednacCina simetrale ugla
Neka su date prave a i b koje se seku.
alx—.x\:y—yl z —A\ . X —X2 3{___—7\/2_2—22

= 1 —_———— — —_— -

ai a2 a3 Oi o2 03

Ako su a i bvektori pravih a i b, tada je vektor simetrale uglap = jfj + =

iqg= 4lr- 4, odnosno ako ie ab > 0, tada je p vektor simetrale oStrog ugla,

a g vektor simetrale tupog ugla. Ako je ab < 0, tada je g vektor simetrale
oStrog ugla, a p vektor simetrale tupog ugla. Neka je presek pravih ai b
tacka S(xs,ys, zs) i neka sup = (pi,P2,P3) i Q= (<n,$2,93), tada jednacine
simetrala p i q glase:

X—XSs_ y—Ifs_ z-—12s .1q_x—xs y—ys _z—zS

P
PI P2 P3 Ql Q2 03

Odrediti ugao izmedu pravih p i q.

Zadatak 13.31 Dokazati daje (a+ bf + (a- b)2= 2(a2+ b2), to jest zbir
kvadrata dijagonala paralelograma, jednak je zbiru kvadrata njegovih strana.



13. Analiticka geometrija 227

Zadatak 13.32 lzraCunati uglove izmedu dijagonalnih preseka kocke. Pos-
toje dva ugla razlicitin mernih brojeva! Jedan je a drugi je ?

Zadatak 13.33 Neka su oc,j3,7 uglovi koje obrazuje vektor sa osama x,y,z
odnosno vektorima i,j,k. Dokazati: cos2a + cos20 + cos27=1.

Uputstvo: jj| = cosa =i + C0S0 mj + COS7 -k

Primeri sa ispita

1. Odrediti temena A i B jednakostrani¢nog trougla ABO, gde tacke A
i B pripadaju pravojp:r=rp+tpi0(0,00) ~
ReSenje: Nekaje S projekcija koordinatnog pocetka 0(0,0,0) na pravu p.

_ ((0,0,0) -fp)p r
Tadasurs = rp P P=1s - |5P|:> rAB= TS+ \,S;ET

2. Odrediti rc zavisno od rAi rB, tako da trougao ABC bude jednakos-
trani¢an i da tacke OABC budu komplanarne, gde je 0(0, 0, 0).
ReSenje: rc = \(rA+ rB) ’\\AB\-\g\ gdeje d = (fAx AB) x AB.

3  Odrediti fc i fD zavisno od fA i fB, tako da ravan kvadrata ABCD
sadrzi 0(0, 0, 0).
ReSenje:
Zad= (fAx AB) x AB sledi fc = fB+ |AR|jZifD= fA+ fc —fB.

4. Neka je ravan a definisana sa a : nf = nfQa tacke A i C odredene

svojim vektorima polozaja fAi fc, tako da je AC jf n. U zavisnosti od
vektora n, fQ fAI fc izraziti vektore polozaja tacaka B i D temena kvadrata
ABCD, gde je AC njegova dijagonala i ravan kvadrata ABCD normalna na
ravan a.

ReSenje: Nekaje 0 ravan kvadrat-a ABCD, tj. normalna na a i prolazi kroz

AC. Tada vektor normale ravni B iznosi ng = AC x n i vektor paralelan sa
BD jed= ACx (AC xn), paje fBD = \(fAxfc)+ \\rA-fc\".

5. Neka suravan a :nf = nfQipravap :f = fp+ tptakve dap jfa i

Q $ p. U zavisnosti od fQ ft, fp i p izraziti temena A, B, C jednakostrani¢nog

trougla ABC ivice 1, Cija temena pripadaju ravni a, teziste T trougla pripada

i pravoj p, a teme A je maksimalno udaljeno od tacke Q.

ReSenje: Teziste T trougla presek je prave p i ravni a, te je fT = fp +

np. Ako je Ai sredina stranice BC,tadasu TA N IMANAMNMITA N

Kako je teme A maksimalno udaljeno od tacke Q, sledi da su A, Q,T

kolinearne i T je izmedu A i Q, paje fA= fT+ fAl = fTx

T p 11 ATxn
'B,c Al = 2 Nfxn\’



228 Algebra

6. Nekaravan a :nr = nfQnije normalna na z-osu i nekaje tacka A f a
odredena sa fA. U zavisnosti od fQ fA n izraziti fg. I.. T, tako daje ABCD
kvadrat, ABAa, B 6 a i BC paralelno sa xOy ravni
ReSenje
- A VAl fe = B NAB\&&r sde je * = (0,0, i)-

7. Neka tatka V odredena vektorom poloZaja fv ne pripada pravoj
p: f = fp+ tp. U zavisnosti od fv, fp i p naci vektore polozaja
fas Tgo Tc fD temena prave pravilne Cetvorostrane piramide VABCD,
ako temena A i C pripadaju pravoj p idijagonala AC osnove ABCD
jednaka je visini piramide.

ReSenje Neka je tacka T projekcija tacke V na pravup. Tada je

+ ?,c =*+x iirvif, ?BD=rTxl|7V]p".

8. Dati su pravap : f = fp+ tp i vektor n jLp. (a) Odrediti temena
pravilnog Sestougla ABCDEF ¢ije teme A pripada pravoj p, centar je koor-
dinatni pocetak u O i ravan Sestougla je normalnanan. (b) Zafp = (5,5, 8),
p=(=3,1,1) in= (3,0, 20) izraCunati koordinate tacke A.

ReSenje (a) Jednalina ravni # Sestouglaje 7 : fn = O paje A =al0p
odnosno f, = fp+ -~ 1z OA = —OD sledi fD = —fA Neka je Q
projekcija tataka B i F na duz AO, a R projekcija tacke C i E na duz OD.
Tada su fO = \fAifR= 2\fE). Vektori QB, QF, RC i RE normalni su i na

nlnar. AD,tj. paralelni susam = fAx ft, te sufBg PQ f2 n{\m

LB|
rccE VR+ 2 I'Aljm -

(b) Uvrstavanjem datih vektora u formulu za f Adobija se fA = (20, 0, 3).

9. Datisuravan a :nf= nfQipravaa:f = fA+ ta,an ™0iaxn "™ 0.
Odrediti temena kvadrata EFGH stranice 5, ako teme E pripada preseku
prave i ravni, teme F pravoj a ravan kvadrata normalna na ravan a. Koliko
reSenja ima zadatak?

ResSenje E je prodor prave a kroz a, paje rt rA+ -a,azbog F € a
sledi f, = fJP+ 5¢t Vektor m normale ravni kvadrata mora biti normalan

inaninaa teje m=nxa avektori EH i FG moraju biti paralelni sa
P=rhxa tesufH=fE+ 5" ifG=fF+ fH- fE-
10. Opisati postupak (konstruisati algoritam) za izraunavanje vektora poloZaja temena jednakos-

trani¢nog trougla M NP, gde je \MN\ = t i Cija jedna stranica trougla pripada pravoj a : f = rA + ta, i
tacno jedna stranica pripada ravni a : fir = nr~. Diskutovati broj reSenja u zavisnosti od f A,a, n, f~ i l.

ReSenje a) Ako je <f(a,a) > -| zadatak nema reSenja, gde je <$(@,a) = 1 —arccos | € [0, ~].
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b) Ako je <)(«,a) = = zadatak ima dva reSenja, ravan trougla je tada normalna na ravan a i

L A =N Iflk+)vS| ' S™e Je znak + ~daje |(«xi)xnjo> 0 ,au suprotnom

je znak —. Dalje je rp —r M ™ N5 >gde se ispred £ uzima isti znak kao ispred | u prethodnoj jednakosti.
Drugo reSenje je centralno simetricno prvom reSenju u odnosu na centar simetrije M, odnosno uzmemo
suprotne znake od znakova ispred broja C u prvom reSenju.

c) Za a Ja tj. na - 0 zadatak nema resenja.

d) Preostao je samo jo$ slutaj 0 < -)[(a, a) < jer ugao imedu prave i ravni je uvek iz intervala [0, =\.
Ocevidno je da jedno teme, naprimer M, mora biti prodor prave kroz ravan. Primetimo da je skup svih
reSenja centralno simetri¢an u odnosu na centar simetrije M.

Neka M N pripada ravni a i nekaje MN | p 6 {(1, A <), (0,1,5), (0,0, X)}. Napomena: (1, A S) je kraca
oznaka za i + Aj + 5k. Ako konstruisemo algoritam za izraunavanje vektora p tj. realnih brojeva A i S,

tada je problem resSen jer je fM = fA+ TqJd -a, fN = fMwv fjL if,, = fM £ i-~. U jednakosti
fN —fM uzima se redom i znak + iznak —, jer + daje jedno reSenje a — drugo, dok u jednakosti

fP =fM % i-~.] moramo uzeti znak + za M Na > 0, a u suprotnom —.
Kako je oblik vektora p 6 {(1, A, 5), (0,1, 5), (0, 0,1)} to se on dobija iz nekog od slu€ajeva:
* n(l,A/5) =0 A 2(1,AH5= pRIm\/I2+ A2+ ¥ mos — ili & sledi iz

**  1(0,1,5)=0 A 2(0,1,5) = | BNQ2+ 12+ ® mcos ~ ili je
* % * p:(0,0,l)

U prvom sistemu (*) prva jednacina je linearna, a druga posle kvadriranja postaje kvadratna jednacina. Iz
prve linearne izrazimo A u zavisnosti od §i zamenimo u drugu jednac¢inu, koja tada postaje kvadratna po
&cija reSenja su 5i i <& koja sa prvom jednaciniom impliciraju Ai i A2. Algoritam za reSavanje kvadratne
jednacine priznajemo da je svima poznat. Neka su (A,, <§) reSenja od * i <5 reSenja od **.
I Ako sistem * ima dva realna reSenjatadajep E {(1, Aj, <5i), (1, A2, <&2), (—1, —Ai, —<B5i), (—1, —A2,—62).
Il Ako sistem * ima taéno jedno realno re$enje i sistem ** ima ta¢no jedno realno resenje tada
Pe {(1, Ai, i), (0,1,<5i), (-1,-Ai, -<5i), (0,- 1,-5")=
Il Ako sistem * ima taéno jedno realno re$enje i sistem ** nema realnih resenja tada je
pe {(I,Ai,<5i), (0,0,1), (-1,-Ai, =<5i), (0,0, - 1).
IV Ako * nema realnih redenja i ** ima dva realna resenja, tada je
p 6 {(0,1,<5(), (O, 1, <50, (O, -1, -<5(), (O, -1, -<5])}.
V Ako * nema realnih redenja i ** ima taéno jedno realno resenja, tadaje
pe {(0,1, <5, (0,0,1), (0,-1, —<5",(0,0,-1)}.

Prema tome ako je 0 < -);(a,a) < ”, tada se mozZe zaklju€iti Cisto geometrijski, a moze i analiticki da
ima tacno 4 reSenja.

10. Odrediti vektore polozaja temena kvadrata MNPR zavisno od vek-
toran, a rQ fAil € R, akosuna”™0, n | a XM\ =1 jedna stranica
kvadrata pripada pravoj a :r = rA+ ta a jedna stranica ravni a :nf = nfQ
Koliko postoji takvih kvadrata?

ReSenje Ocevidno je da jedno teme, na primer M, mora biti prodorna

taCka prave a kroz ravan a, pa sledi fM = fAH-OQmMA a Kljucni deo
reSenja jeste konstatacija da je stranica kvadrata koja pripada ravni a, na
primer MN, normalna i na o i na n, Sto implicira MN | n x a odnosno
MN = A(n x a) za neki realni broj A Na kraju se dobiju sva ostala reSenja

l11:N = I:l‘l:M ‘ MN/_VM " 12x2] flp = le _]:f |_2|| =r. + fP—fN. POStOJe
takva Cetiri kvadrata.
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11. Odrediti vektore polozaja temena kvadrata MNPR zavisno od vek-

toran, a rQ fAil GR, akoje na ™0, n jj a, [MV] = £ jedna di-
jagonala kvadrata pripada pravoj a : f = fA+ ta, a jedna dijagonala ravni
a :nf= nfQ Koliko postoji takvih kvadrata?
ReSenje Ocevidno je da presek 5 dijagonala mora biti prodorna tacka prave
a kroz ravan a, pa sledi rs = rAH_(rR.EO' -a. Kljucni deo reSenja jeste kon-
statacija da je dijagonala kvadrata koja pripada ravni a, na prirner M P,
norrnalna i na a i na n, sto implicira MP Jnx a tj. MP = A(n x a) za neki
realni broj A Sadasledi rMP = fs+tSM = fs+£/p}8§ i Ovh="0% " jt[’
Postoji takav jedan kvadrat.

12. Odrediti vektore polozaja temena jednakostrani¢nog trougla MNP

zavisno od vektoran, a, r. f, i£G i, akoje na 70, n k a, |[MV] = £
stranica M N pripada ravni a : nf= nfQi visina koja odgovara stranici M N
pripada pravoj a : f = fA+ ta. Koliko postoji takvih trouglova?
ReSenje Ocevidno je da podnozje S visine iz temena P na stranicu MN
mora biti prodorna tacka prave a kroz ravan a, pa sledi rs = rA-i—-Jf-O:ﬂ a.
Kljucni deo reSenja jeste konstatacija da je stranica M N, koja pripada ravni
a, normalnainaainan, §to mplicira MN nxa, odnosno MN = A(nx a)
za neki realni broj A Sledi fMN = fstSM = fsir[fsf] 1, = 7 P9
Postoje takva dva trougla



Poglavlje 14
VEKTORSKI PROSTORI

U odeljku ,,Slobodni vektori” dokazano je sledece:

JjV, +) je Abelova grupa,
a(a+ E;) = aa + aB,
(a-\-(3)a = aa + (3a
a((3a) = (a(3)a,

lea= a

ok wn e

za sve realne brojeve a i (3 i sve slobodne vektore a i b.

Medutim, postoji mnogo algebarskih struktura u kojima vaze zakoni 1,
2, 3, 4 i5. Zato je celishodno definisati algebarsku strukturu u kojoj ¢e 1, 2,
3, 4 i 5 biti aksiomi i prouciti tu strukturu, jer se time analiziraju i mnoge
druge strukture.

Definicija 14.1 Neka su V neprazan skup, F polje i neka je + binarna op-
eracija koja preslikava skup V 2 u skup V, a mbmarna operacija koja preslikava
skup F xV uskup V. Tadaje uredena cCetvorka (V,F, +, 9 vektorski prostor
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nad poljem F ako vaze aksiomi:

Vi (V,+) je Abelova grupa,
V2 ama+ b= am+ am,

V3 (@a+ @ ma=am+ 0 mq,
w (a w/3) ma —a m(f3 ma),

V5 lma= a

za sve elemente a i b iz skupa V i sve elemente a i (3 iz polja F .

Elementi polja F nazivaju se skalari, a elementi skupa V vektori. Skalari
¢e se obelezavati malim grékim slovima, a vektori malim slovima latinice.
Neutralni element grupe (V, +) oznacavace se sa 0 kao i nula polja F, jer ¢e
iz konteksta biti jasno da li je reC o nula vektoru ili nula skalaru.

UobiCajeno je da se umesto a ma piSe samo aa i umesto a =3 samo a(3.

Za vektorski prostor (V, F,+, 9 kratko e se reci i pisati samo prostor V
nad poljern F ili, ako je iz konteksta jasno o kom polju je re¢, reci ¢e se samo
prostor V.

Primer 1. Slobodni vektori nad poljem realnih brojeva u odnosu na
operaciju sabiranja slobodnih vektora i operac.iju mnozZenja realnog broja
slobodnim vektorom cine vektorski prostor nad poljem realnih brojeva.

Primer 2. Uredena Cetvorka (Fn,F, +, 9 je vektorski prostor gde je F
proizvoljno polje a operacije + i =definisane su kao:

(»i,a2,...,an) + (Pi, @ ..., @) = (ax+ /A, a2+ (R,..., + /),

a =(o:i,tt2-—,an) = (aai, aaz, ..., aan).

Dokazati!

NAPOMENA: Nula vektor oznacavace se istim simbolom kao i nula polja
F, odnosno sa 0. Tako, na primer, umesto (0,0,... ,0) pisace se 0.

Ako se uoce restrikcije prethodno definisanih operacija nad skupom reSenja
homogenog sistema linearnih jednacina, dobija se vektorski prostor reSenja
homogenih linearnih jednacina.

Primer 3. Skup svih polinoma nad poljem F stepena ne vefeg od n
u odnosu na operac.iju sabiranja polinoma i mnozZenja elemenata polja F
polinomima, jeste vektorski prostor nad poljem F. Dokazati!

Primer 14.2 Uredena Cetvorka (A, M, +, 9 , gde je A skup funkcija koje
preshkavaju polje E u polje R, ili A = {f\f : M-»= M}, vektorski je prostor
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nad poljern R, gde su operacije + i mdefinisane kao:

(V/ cA)Vg eA) (f+g)x)=f(x)+g(x),
(Va GM)(V/ e A) (a- f)(x) = af(x)

za svako x iz polja R.

Dokazati!

Primecuje se da funkcija O definisana sa 0{x) = 0, za svako x iz polja M,
jeste neutralni element za sabiranje u skupu funkcija A. Takode, funkcija —/
definisana sa (—f)(x) —f(x) za sve x iz M, inverzni je element u odnosu
na sabiranje funkcija, za funkciju /. Verifikacija ostalih aksioma vektorskog
prostora, za ovaj primer, jednostavna je.

Ako se u prethodnom primeru uzme da je skup svih funkcija A = {f\f :
X —> M}, gde su X neki proizvoljni skup i M polje realnih brojeva, opet ¢ée
se dobiti primer vektorskog prostora. Primeri vektorskog prostora dalje se
mogu dobiti ako se za skup A ne uzme skup svih funkcija, ve¢ skup funkcija
s vaznom posebnom osobinom. Tako se dobijaju vektorski prostori

= neprekidnih funkcija,
= diferencijabilnih funkcija,
= reSenja homogenih linearnih diferencijalnih jednacina.

Od brojnih primera vektorskih prostora sre¢u se primeri vektorskih pros-
tora matrica, homomorfizama (operatora), Liovih algebri, Hilbertovih, Ba-
nahovih i drugih. n

Test 14.3 Koje od sledecih uredenih Cetvorki su linearni vektorski prostori:
a)Gj2* + 03 + la,(k+ e M},M,+, x)/b})(M M+, °),
(cp(C.M+,¢), @ (C,€+,), @7(CQ.+-), @(MQ+,-),
i-81({/j K -- °K. h) ({«* + 0f+jyk \a,0,7 e M}, Q, +, x),
0}i{m N\ae M},M,+, ) PD{MFR ,+,-)(k)J{ai + (3] \a,(3 € M},M, +,*).

VAZNA NAPOMENA:

Za svaku teoremu i definiciju iz vektorskog prostora uvek uociti i geo-
metrijsku interpretaciju u (M3,M ,+,¢), jer sve postaje mnogo jasnije!
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Teorema 14.4 Ako je (V,F, +, 9 vektorski prostor, tada za svako a iz F i
svako a izV vazi:

1. am)=0
2. 0ea=0,
3. am=0 cc=0Va=0,
4, (—a) ma = —(a ma),
5. a m(—) = —(a ma),
6. (—a) m(—a) = a m,
7. —a= (1) -a

Dokaz

l.'a<0=a<0+0=a-<0+ (a<0—(amd))= (a<0+am) — (a=0) =

a <0+ 0) —(a =0)

a<0—(a-<0)=0.

Oea= 0ea+ 0™ 0ea+ (Oea- (0e=a))= (0Oea+0e-a)- (0=a)”™
(0+0) =a- (0*a) = 0ea- (0e-a) = 0.

Na osnovu dva prethodna dokaza sledi ¢t = 0Va = 0 am=0.
Dokazati suprotni smer, odnosno nekaje a-a = 0. Skalar a ili je jednak
nuli ili razlicit od nule. Ako je jednak nuli, tvrdenje je dokazano a ako je
razlicit od nule, tada postoji njemu inverzni a ‘1 u odnosu na mnoZenje
u polju F. Pomnozi li se jednakost a ma = 0 sa aT1 dobija se

a_l(am)=a-xm0 f4(a~"a)-a=0"1-a =0n-a =0.

(-a)-a = (—a)-a+0 = (-a)-a-h(a-a-(a-a)) = ((-a)-a+a-a)-(a-a)
=(-a+a)m- (am)=0ea- (am)=0- (am)=-(a m).
Na osnovu aksioma Vj, Vj i dokazanog pod 2 sledi:
am(—a)=am-a)+0=am(-a) + (ama- (am)) =
= (am(—a)+am) —(am) = ae=(—at+a —(am)=

—am—(a-a) =0—(am) = —(am).
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(—2) m(—2) = —{a *(—a) = —(—a-a) 5="am O

Kako je dogovoreno da e se u prstenu i polju a m3 oznacavati i sa a/3,
tako se utvrduje i da se a ma oznacCava kratko sa aa.

7. (1) ea= —le*a)=—a O

Zbog poslednje tri jednakosti jasno je da se umesto —(aa) moZze pisati
samo —aa.

Ako se uoCi neki neprazan podskup skupa slobodnih vektora, postavlja
se pitanje da li je taj podskup uvek vektorski prostor nad poljem realnih
brojeva u odnosu na sabiranje slobodnih vektora i mnozenje realnih brojeva
slobodnim vektorima. Odgovor na pitanje je negativan. Odnosno, ako se uoci
skup svih slobodnih vektora koji polaze iz koordinatnog pocetka a zavrsavaju
u nekoj ravni kojoj ne pripada koordinatni poCetak, onda taj podskup skupa
slobodnih vektora ocito nije vektorski prostor, jer sabiranjem dva vektora iz
tog skupa dobija se vektor koji oCevidno ne pripada tome skupu. Ali ako se
uzme skup svih slobodnih vektora koji su svi paralelni jednoj datoj fiksnoj
ravni, onda taj podskup skupa slobodnih vektora jeste vektorski prostor u
odnosu na pomenute operacije. Zato se daje sledeca definicija.

Definicija 14.5 NekajeV vektorski prostor nad, poljem F . Tada se podskup
W skupa V naziva vektorski potprostor prostora V ako je W neprazan skup i
ako W jeste vektorski prostor nad poljem F u odnosu na restrikcije operacija
sabiranja u V i mnozenja skalara iz F i vektora iz V.

Na primer, skup svih medusobno kolinearnih vektora je vektorski pot-
prostor prostora svih slobodnih vektora, prostor neprekidnih funkcija koje
preslikavaju skup realnih brojeva u skup realnih brojeva jeste potprostor
prostora svih funkcija {f\f : K — M) itd.

Prazan skup ne moze biti vektorski prostor jer aksioma o postojanju neu-
tralnog elementa u grupi zahteva postojanje bar jednog elementa 0 u skupu,
za koji vazi a+ 0 = a

Svaki vektorski prostor V. ({0}, F, +, @ ima bar dva potprostora. To su
m ,F, +, 9isamon (V,F, +, 9 i nazivaju se trivijalni potprostori.

Teorema 14.6 Podskup W prostora V je potprostor prostora V ako i samo
ako je W neprazan podskup odV i za svaka dva elementa, x iy iz W, i svaki
skalar a iz F vaZi daje

X+yEW i ax EW.
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Dokaz(=>) Ako W jeste potprostor od V, po definiciji potprostora sledi
dazax,yEWiaEFjex+yEWiax EW.

(<=) Dokazati da vazi i u suprotnom smeru, tj. neka sada bude da su
X+yEWiax e W z&sve x,y EW isvea e F. Aksiomi V2,V3,V4, V5 vaze
jer se u njima pojavljuje samo kvantifikator V (za svako), pa ako neki iskaz
vazi za svako x iz nekog skupa, onda jasno vaZi i za svako x iz nekog njegovog
podskupa. Prema tome, ostalo je samo da se provere one aksiome Abelove
grupe u kojima se javlja kvantifikator 3, a to su aksiomi o neutralnom i
inverznom elementu. Znaci, treba proveriti da li nula vektor iz prostora V
pripada i skupu W. Kako je ax e W za svako a E F i svako x E W, uzeti
a = 0 i primenom teoreme 14.4 dobiti 0 «x E W, odnosno 0 e W. Jo$ treba
samo proveriti da li za svako x iz W sledi daje i —x iz W. Opet iz ax EW
uzimanjem a ——1 sledi —l ex EW =T —(1 «x) E W => —x E W 2zbog
teoreme 14.4 i aksiome W, O

Teorema 14.7 Podskup W prostora V jeste potprostor prostora V ako i
samo ako je W neprazan podskup odV i za svaka dva elementa, x iy izW
i svaka dva skalara a i (3 iz F vazi daje

ax + 3y E W.

Dovoljno je dokazati ekvivalentnost poslednjih dveju teorema. Iz teoreme
14.7 sledi teorema 14.6 jer ako se u ax + j3y E W uzme (3 — 0, dobija se
ax E W, aakojea = (3= 1 dobijasex +y E W. Obratno, ako su x iy
izWiai@izF, tada zbog teoreme 14.6 prvo sledi da su ax i 3y iz W, a
dalje, opet zbog teoreme 14.6, sledi daje ax + Gy EW. O

Definicija 14.8 Neka je V  vektorski prostor nad poljem F . Vektor
aioi T a2a2T -.. T anan je linearna kombinacija u-torke vektora
(ai, 02,..., an), gde su a4,a2,*,., an proizvoljni skalari iz polja F i
n6N={1,2,...}, tojest prirodan broj.

Kaze se i daje auai T 02722 T ... T anan linearna kombinacija vektora
ai, a2, = an.

Podrazumevace se da je uredena n-torka definisana samo za n prirodan
broj odnosno n E N= (1, 2,...}.
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Definicija 14.9 Skup svih linearnih kombinacija n-torke vektora

(ai, a2,..., an) prostora V nad poljem F oznaCavace se sa
L(ai,a2..., an) = {a™ai + a2a2+ ee=+ gnan\ai,a2,... ,anEF}
i nazvace se lineal od n-torke (ai, a2,... ,an) ili prostor generisan vek-

torima a\, 02 =.., an.
Cesto koris¢ena oznaka u literaturi za lineal n-torke vektora jeste i
<ai, a2*** ant>.

Teorema 14.10 Skup svih linearnih kombinacija n-torke vektora A = (o1,02,..., an)
prostora V jeste potprostor prostora V (odnosnho lineal L(al,a2 ..., an) je
potprostor prostora V generisan n-torkom vektora A).

Dokaz Zbir dve linearne kombinacije n-torke A opet je linearna kombi-
nacija n-torke A

(aial + eem+ anan) + (/%iai + ... + (3han) —(ai + f3i)ai + ... + (an+ (3)an

i proizvod skalara i linearne kombinacije n-torke A je linearna kombinacija
n-torke A

a(a\ai + a2+ -m=+ anan) —(aai)ai + (002)02 + ... + (aan)an.
Na osnovu teoreme 14.6 sledi tvrdenje. O

Teorema 14.11 Svaki potprostor prostora (Rn, M, +, < jeste vektorski pros-
tor skupa svih reSenja nekoga homogenog sistema linearnih jednacina nad
poljem R. Dokazite sami!

To znaci da SVI vektorski potprostori vektorskog prostora (R3,R, +, 9
jesu sve ravni i sve prave koje prolaze kroz koordinatni pocCetak, kao i
trivijalni potprostori (R3,R,+, 91 ({(0,0,0)},R,+, =) |

Veoma vazni pojmovi u linearnoj algebri jesu linearna zavisnost i nezav-
isnost neke n-torke vektora. Evo tih definicija.

Definicija 14.12 Neka n-torka vektora (ai, a2, ..., an) linearno je zavisna
ako postoje skalari 01, oi,..., an takvi daje barjedan od njih razlicit od nule
ioMai + a2a2+ ... + onan = 0.



238 Algebra

Teorema 14.13 Proizvoljna n-torka vektora (ai, a2, ..., an) linearno je za-
visna ako i samo ako je bar jedan od njenih vektora linearna kombinacija
preostalih vektora.

Dokaz Ako je n-torka (a\, a2, ..., an) zavisna, tada je u linearnoj kombi-
naciji te n-torkc koja je jednaka nuli, bar jedan skalar razliCit od nule. Vektor
uz taj skalar ocevidno se moze napisati kao linearna kombinacija preostalih
vektora. Obratno.

Ako je neki vektor n-torke (a\, a2, ..., an) linearna kombinacija preostalih
vektora, tada se prebacivanjem svih vektora na jednu stranu jednakosti dobija
linearna kombinacija n-torke (a\, a2,..., an) jednaka nuli, a jedan skalar je

jedinica odnosno razlicit od nule. O

Teorema 14.14 Svaka uredena n-torka vektora koja sadrzi nula vektor je
linearno zavisna.

Dokaz Saciniti linearnu kombinaciju tih vektora tako da uz nula vektor bude
skalar razliCit od nule, na primer 1, a skalari ispred svih ostalih vektora neka
su nule. Ova linearna kombinacija ocevidno je jednaka nuli, a postoji skalar
razlicit od nule, Sto znaCi da je n-torka zavisna.

Defmicija 14.15 Ako n-torka vektora nije linearno zavisna, tada se za nju
kaze da je linearno nezavisna.

Definicija 14.16 Uredena n-torka vektora je linearno nezavisna ako i samo
ako je a\a\ 1-02a2..., anan=0=>a\ = a2= ... = an= 0.

Proveriti ekvivalentnost prethodnih dveju dehnicija!

Znaci, n-torka vektora A = (aj, a2, ..., an) linearno je nezavisna ako i
samo ako je njena linearna kombinacija nula vektor jedino kada su svi skalari
jednaki nuli i ni ujednom drugorn slucaju, u protivnhom linearna kombinacija
tih vektora bila bi jednaka nuli i bar jedan skalar razlicit od nule, odakle bi se
vektor uz taj skalar mogao predstaviti kao linearna kombinacija preostalih,
pa bi n-torka A bila linearno zavisna. Videti 14.13.

Takode se moze reci da je n-torka vektora A = (a\, a2,,.., an) linearno
nezavisna akko se nijedan od vektora te n-torke ne moze izraziti kao linearna
kombinacija preostalih vektora. (Dokazati!)
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Definicija 14.17 Za skup od n razliCitih vektora {ai, a2, m.., an} kaze se
daje linearno zavisan ili nezavisan ako je n-torka vektora
(ai, a2, ..., an) linearno zavisna odnosno nezavisna.

Na primer, trojka vektora (/,;/. k) linearno je nezavisna jer jednakost ai +
(3j+jk = 0 implicira da mora bitia —@ = 7 = 0, u protivnom bi jedan od ta
tri vektora bio linearna kombinacija preostala dva, Sto je ofevidno nemoguce.

Na osnovu teoreme 12.18 sledi da je uredena trojka slobodnih vektora
linearno nezavisna ako i samo ako je nekomplanarna.

Primer 1. Skup vektora {(2, 3), (—L, 5)} linearno je nezavisan jer je jed-
nakost a(2,3)+0(—1L, 5) = 0tacna ako i samo ako su2a—0 = 0i3a+50 = 0,
a ovaj sistem je ekvivalentan saa = 0i0 = 0.

Lako se uoCava da su dva vektora, to jest dve uredene n-torke zavisne
akko su njima odgovarajuée komponente proporcionalne.

Primer 2. Skup vektora {(2, 3, -1), (1, 5, 2), (4,13, 3)} linearno je zavisan
jerje 1(2,3,-1) + 2m(1,5,2) + (-1) =(4,13,3) = (0,0,0) = 0. '

Primer 3. Skup vektora {(1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 8)} linearno je nezavisan
jer je a(1,2,3) + 0(4,5,6) + 7(7, 8, 8) = 0 ekvivalentno sistemu jednacina

a +40 +77 =0
2a +50 +87 =0 <> &= 0A/3=0A7=0
3a +60 +87 =0

koji oCevidno ima samo jedno reSenje (0,0,0). Kada bi taj sistem pored ovog,
trivijalnog reSenja (0,0,0) imao i neka druga reSenja, tada bi data uredena
trojka vektora bila linearno zavisna.

Lako se pokazuje da je trojka vektora ( (1,2, 3), (4,5, 6), (7,8,9) =zav-

isna, jer je meSoviti proizvod slobodnih vektoraa = i+2j+3k, b= 4i+5j+6k,
12 3
c —7i+ 8j + 9k jednak nuli, tj. determinanta 4 5 6 jednaka nuli.
7 8 9
Ako je domen funkcija /i g skup —1,1] i ako su one definisane
sa f(x) = arcsiny”™2 i g(x) = arctgx, tada je ureden par funkcija (/, g)
linearno zavisan. Dokazati.
Pnmer 5. Ako je domen funkcija /Z i g skup [1, 00) i ako su one definisane
sa f(x) = arcsinA” i g(x) = arctgx, tada je ureden par funkcija (/, g)
linearno nezavisan. Dokazati.
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Prethodni primeri pokazuju da je ureden par funkcija (f,g) i zavisan i
nezavisan! Da li je to protivreéno? Ako nije, objasniti zasto nije? Pogledati
3.56, 3.58 i 3.59.

f’rinifr (1. Ispitati linearnu zavisnost uredene trojke funkcija (f,g,h)
koje preslikavaju skup 4 C K u skup realnih brojeva R definisane sa f(x) =
arcsin g(x) = arctgx i h(x) = 1, ako je A interval:

a) (-oo,-1] b) [, 1] c) [l,00) d) (-00,00)
e) koji nije podskup nijednog od intervala (—00, —1], [,1] i [1, 00).

Primer 7. Ispitati linearnu zavisnost uredene trojke funkcija (/, g, h) koje

preslikavaju skup M u skup M dehnisane sa f(x) = 1, g(x) = x i h(x) = x2.

Definicija 14.18 Uredena n-torka vektora (a\, & m=m qn) generiSe prostor
V ako se svaki vektor iz V moze predstaviti kao linearna kombinacija te n-
torke vektora, odnosno ako je L(a\, a%.. .., an) = V.

Definicija 14.19 Zan-torku vektora B = (a\, a2, mmm an) kaZe se daje baza
prostora (V,F, +, 9 ako je B linearno nezavisna i ako B generiSe V odosno
L(ah a2, mm an) = V.

Drugim re€ima, n-torka vektora B = (<+ a2, mmm an) jeste baza prostora
V akko se svaki vektor prostora V moze napisati kao linearna kombinacija
vektora n-torke B i ako je n-torka B linearno nezavisna.

Primer 1 Jedna baza prostora (F3,F, +, 9 jeste

B = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)).

Ovakve baze, €iji su svi vektori jedini¢ni i svaka dva vektora normalna, nazi-
vaju se ortonormirane baze. Specijalno, ortonormirana baza u primeru 1,
imenuje se kao standardna ortonormirana baza.

Primer 2. Triedar nekomplanarnih vektora (a, b, c) jeste baza prostora
svih slobodnih vektora. (Videti teoremu 12.18)

Iz prethodnog primera vidi se da vektorski prostor slobodnih vektora
ima beskonatno mnogo razliCitih baza, ali sve one oCevidno imaju isti broj
vektora, odnosno to su samo uredene trojke nekomplanarnih vektora.

Ovaj primer upucuje na Cinjenicu da sve baze istog vektorskog prostora
imaju isti broj vektora, Sto ée biti i dokazano.

Za proizvoljnu n-torku vektora kaze se da je maksimalna linearno nezav-
isna akko se dodavanjem proizvoljnog vektora toj n-torci dobija (n+ I)-torka
koja je linearno zavisna.
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Teorema 14.20 (Teorema o maksimalno linearno nezavisnoj n-torki) Proizvoljna
n-torka vektora jeste baza prostora V ako i samo ako je ta n-torka maksi-
malno linearno nezavisna.

Dokaz (=>)

Ako je n-torka B baza prostora V, tada dodavanjem proizvoljnog vektora
ona postaje zavisna, jer se taj vektor moze izraziti preostalim vektorima, pa
je B zaista maksimalna linearno nezavisna n-torka.

(*=)

Ako je n-torka B = (opa2,..,, an) maksimalno linearno nezavisna a
da bi ona bila baza, treba joS dokazati da generiSe prostor V. Dokazati
to kontradikcijom. Pretpostavi li se suprotno, tj. da postoji vektor x 4
{®i, a2, ..., on} koji se ne moze izraziti kao linearna kombinacija n-torke B,
tada iz

aioi T ct2B2 T e==T gnan T 0ix = 0

sledi daje a = 0 (jer bi se za a 7 0 vektor x mogao izraziti kao linearna
kombinacija n-torke B), pa se dobija

aifli T o™ T mm=T cinan —O0,

a iz toga sledi on = o= e= = an = 0jer je B linearno nezavisna. Dobija se
daje B = (ai, a2,..., an,x) linearno nezavisna, Sto je kontradikcija s uslovom
daje B = (a* a2,..., an) maksimalna linearno nezavisna n-torka. O

Za proizvoljnu n-torku vektora prostora V kaze se daje minimalna n-torka
generatora akko se izbacivanjem proizvoljnog vektora iz te n-torke dobija
(n —I)-torka koja ne generiSe prostor V.

Teorema 14.21 (Teorema 0 minimalnoj n-torki generatora) Proizvoljna n-
torka vektora B jeste baza prostora V ako i samo ako je n-torka minimalna
n-torka generatora.

Dokaz (t>

Ako je B baza prostora V, izbacivanjem proizvoljnog vektora x iz B dobija
se (n —I)-torka cCijom se linearnom kombinacijom ne moze dobiti vektor x
jer bi tada B bila zavisna, paje B zaista minimalna n-torka generatora.

(=

Ako je B minimalna n-torka generatora, tada da bi ona bila i baza pros-
tora V, treba samo dokazati da je linearno nezavisna. Dokaz se izvodi kon-
tradikcijom. Pretpostavi li se suprotno, tj. da je B linearno zavisna, tada
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se bar jedan vektor n-torke B moZze predstaviti kao linearna kombinacija
preostalih vektora, i oni oCevidno generiSu prostor V, Sto je kontradiktorno
uslovu da je B minimalna n-torka generatora. O

Teorema 14.22 (Teorema o jedinstvenoj reprezentaciji) Proizvoljna n-
torka vektora B jeste baza prostora V ako i samo ako se svaki vektor prostora
V moze na jedinstven nacin predstaviti kao linearna kombinacija vektora n-
torke B.

Dokaz (=>)

Neka je B — (ai, a2,..., an) baza prostora V. Dokazati kontradikcijom
da se svaki vektor x prostora V moze na jedinstven nacin predstaviti kao
linearna kombinacija vektora baze B. Ako se pretpostavi suprotno, to jest
da postoje dve razliCite reprezentacije vektora x u bazi B, onda sledi:

X= QN + Q22 + ===+ «,,an= fllIOi + /22a2, + ===+ /daN
Ovo je dalje ekvivalentno sa
[o\ —(dha\ + (02 —("2ax + ee=+ (M0 —(n)an —O0.
Kako je B linearno nezavisna n-torka prostora V, to sledi:
«i—@A\=0A... Aan—@n =0 <= ol\= XA... Aan=

Ovo je kontradikcija pretpostavci da postoje dve razliCite reprezentacije vek-
tora x u bazi B.
=) . . - - .
Poci Ce se od iskaza da svaki vektor ima jedinstvenu reprezentaciju u bazi
B. Tada i nula vektor ima jedinstvenu reprezentaciju u bazi B:

0= Qiai + Q2a2+ eee+ Qnan,

§to implicira a\ = a2 = mm= an = 0 odnosno B je linearno nezavisna
n-torka. Kako je po uslovu n-torka B i generatorna, ona je ujedno i baza
prostora V. O
( Poslednje tri teoreme zapravo su ekvivalentne definicije baze linearnog
j vektorskog prostora. Znaci, date su Cetiri ekvivalentne definicije baze vek- .
)torskog prostora, tj. bilo koja od te Cetiri moze se uzeti za definiciju, aj
( preostale tri su onda teoreme. )
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Zadatak 14.23 Neka suz2\ = a+ib,2 = c+ id € € \ {0} susedna temena kvadrata zi222324, gde je
2173 dijagonala, smer konture 21222324 je negativan i argzi ™ argZ2 A [argzi —argZ2|™ wtj. £ ™ j

odnosno vektori Oz\ i OZ2 su nekolinearni. ~(Vfc 6 i=k'j.

a) Odrediti kompleksne brojeve a i f3, koji nisu realni, takve daje Z3 = az\ + 022.
b) Odrediti realne brojeve a i j3, takve da je Z3 = az\ + 022, gde zbog uslova ~ i f par (zi,Z2) jeste
baza vektorskog prostora kompleksnih brojeva nad poljem realnih brojeva.

ReSenje
a) B =iz2\+ (1- i)z2

b) ~ 1+ ili

n 21+ (i+ Iz )z2-
Rezultat pod b) dobija se kada se u jednakost Z3 = az\ + f3z2 uvrste Z3 = iz2\ + (1 —i)z2, 2\ = a + ib i
22 = ¢+ id, izjednacCi realni deo s realnim delom i imaginarni deo s imaginarnim delom, pa se redi tako
dobijen sistem lineamih jednacina po realnim nepoznatima a i (3.

Ako je = = f, da li se tada moZe napisati 23 = az1 + 3z2, za neke realne brojeve a i (3 koji zavise
oda,b,c,d?

Da li to zna€i da u vektorskom prostoru (C, C, +, ® kompleksnih brojeva, nad poljem kompleksnih
brojeva, vektor Z3 ima dve razlicite reprezentacije preko njegove baze (zi, 22), $to bi protivregilo prethodnoj
teoremi 14.22 /// U ¢emu je greska?

clfeorema 14 .24 Uredena n-torka nenula vektora (%, a2, ..., an) prostora V,
n > 2 zavisnaje akko medu njima postoji vektor jednak linearnoj kombinaciji
samo njemu prethodnih vektora izmal?..., a,,).

Dokaz Dokazuje se samo smer (=>) jer je suprotan ocevidno tacan. Kako
je to n-torka nenula vektora, sledi da postoji najveéi prirodni broj k G
{2,3,..., n} takav da je (ai, a2, ..., aft i) nezavisna, jer za k = 2 jeste
nezavisna (ax 7 0), a mozda je i za neko veée k. Dokazati sada da je
vektor ak = /?iai + /2a2+ ... + /X iafc.i za neke skalare /%, /2, ---, fk-i-
Neka je 0+01 + a2a2+ ... + cticiafci + otak = 0. Tada je ct = O ili

a ™ 0. Slutaj a = 0 nije mogu¢ jer kako je (aj, a2, ..., aft i) nezavisna,
onda bi i (ai, a2,..., afc i, afd bila nezavisna, Sto je kontradiktorno cCinjenici
da je k najveci prirodni broj s osobinom da je (ai, a2,..., aft i) nezavisna.

Kako je a 7 0, to iz ctiai + ct2za2+ ... + ctic_iafc i + aak = 0 sledi at =
Mai Tgp . & Lok
Dokazati ovu teoremu i matematiCkom indukcijom. Primecuje se da je

dokaz indukcijom u sustini isto Sto i prethodni.

Teorema 14.25 Neka je (b\, b2,..., bn) generatorna n-torka vektora pros-
tora V i neka je ai G V, tada je (ai, 61, b2, ..., bn) zavisna (n + 1)-torka
vektora prostora V.
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Dokaz Kako je (b\ b2,..., bn) generatorna n-torka vektora prostora V, to
postoje skalari a\, a2,... an takvi da je ax = atb\ + a2b2 + ee=+ anhn, tj.
—a\+ a\b\ + a2b2+ ... + anbn = 0, Sto znaCi daje (oti, b\ b2,..., &) zavisna
(n + I)-torka vektora prostora V.

Teorema 14.26 Nekaje n-torka vektora A\ = (a\, a2,..., an) linearno neza-
visna i neka je B\ = (b\,b2,..., bm) generatorna m-torka vektora prostora V .
Tadaje n < m.

Dokaz Koristiée se teorema 14.25: ako se generatornoj n-torci doda neki vek-
tor, dobija se zavisna (n+I)-torka. Sledstveno tome imamo daje (a\, b\ b2, ..., bm)
je zavisna. Na osnovu teoreme 14.24 sledi da postoji vektor iz (m+ I)-torke
(@\,b\,b2, ... ,bm) koji se moze ,,izbaciti” a da su preostali i dalje genera-
torni. Neka je izbaCeni vektor, na primer, b\ Sto ne utiCe na opStost dokaza
(redosled vektora b\,b2,... ,om u (a\,b\ b2, ..., bm) nije bitan za teoremu
koja se dokazuje). Znaci, B2 = (au b2, ..., bm) je generatorna. Sada se opet
dodaje vektor a2 generatornoj m-torci B2 i dobija zavisna (m + l)-torka
(a\,a2,b2, ... ,bm). Opet postoji vektor iz (a\,a2,b2,... ,bm) koji se moze
»izbaciti” a da su preostali i dalje generatorni. IzbaCeni vektor mora biti iz
m - 1-torke (b2, ..., bmn) jer su (a\, a2, ..., an) nezavisni. Neka je izbaceni
vektor na primer b2. Znaci B™ = (oi, a2,b2..., bm) je generatorna. Sada je
pitanje da li ¢e se ovim postupkom prvo ,,potrositi” vektori iz A\ ili iz B\,
ti. dalijen > milin< m? Ako bi bilon > m, tada bi se u jednom
koraku naSeg postupka (algoritma) desilo da su u skupu B, sve vektori iz A\,
a medu njima postojao bi vektor jednak linearnoj kombinaciji prethodnih,
Sto je nemoguce jer su vektori skupa A\ (i, naravno, njegovih podskupova)
nezavisni paje n < m.

Teorema 14.27 Proizvoljne dve baze (ax, a2, ..., an) i (b\, b2,..., bm) pros-
tora V imaju isti broj vektora odnosno n = m.

Dokaz Ako se (ax,az2,..., an) posmatraju kao nezavisne, a (b\, b2,..., bm)
kao generatorne, na osnovu teoreme 14.26 sledi daje n < m, a ako se sada
(a\,az, ..., an) posmatraju kao generatorne, a (b\,b2,..., bm) kao nezavisne,
na osnovu teoreme 14.26 tada sledi daje n > m, pa dobijamo n = m.

Kako sve baze istog prostora V imaju isti broj vektora, to ima smisla
sledeca definicija.
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Definicija 14.28 Nekaje nG {1,2,...} inekaje (ai,a2, ... ,an) baza pros-
tora V. Tada je dimenzija vektorskog prostora V jednaka n, Sto se oznaCava
sa climV = n. Dimenzija prostora ({0}, F, +, 9 je 0. U ovim sluCajevima
kaze se da su vektorski prostori konacno dimenzioni. Ako vektorski prostor
V nije kona¢no dimenzioni, to se zapisuje kao dimV = oo i kaze se daje V
beskona¢no dimenzionalni vektorski prostor.

Znaci, dimenzija dodeljuje svakom vektorskom prostoru nenegativan ceo
broj ili oo.

Na primer, prostor svih polinoma nad poljem realnih brojeva je beskonacno
dimenzionalni i njegova jedna baza je recimo (1, X, x2,...). Ova baza jeste
prebrojiva. Postoje i vektorski prostori sa neprebrojivom bazom, na primer
(R,Q,+,-) i 14.2. ’

Zadatak 14.29 Da li su sledeCe strukture vektorski prostori? Ako jesu,
odrediti njihove dimenzije i barjednu bazu: a)(C,C, +, %),
b)(C1 Rl +a .)) C)(Ca Q! +a .)! d)(Ra R! +1 .)! e)(Ra Qa +1 .)) f)(Qa R) +7 ﬁv
g ({a+6V2a€ QAbE Q}, Q + =, HQC + 97 I«

v 1 - s hftk I<
Videti 6.17 i 14.3

Teorema 14.30 Ako je n-torka vektora prostora V nezavisna, tadaje n <
dimV.

Dokaz Posledica teoreme 14.26 i definicije 14.28.

Teorema 14.31 Ako su (al5a2,..., an) n-torka vektora prostora V in >
dim(V), tada je (al;a2,..., an) linearno zavisna n-torka, Sto znaci da je
baza prostora V uvek maksimalna nezavisna (videti 14.20).

Dokaz Ako bi (a¥#a2, ..., an) bila linearno nezavisna, zbog teoreme 14.26
tada bi bilo n < dimV, Sto je kontradikcija uslovu n > dim V.

Teorema 14.32 Nezavisna n-torka (al;a2,..., an) vektora prostora V di-
menzije n jeste baza toga prostora.

Dokaz Dokazati da je (al5a2,..., an) generatorna n-torka prostora V. Za
proizvoljni vazi daje (al?a2,..., an,x) zavisna (teorema 14.31), a na
osnovu 14.24 sledi da se x moze napisati kao linearna kombinacija prethodnih
(alba2,..., an), jer nijedan od vektora iz skupa {al a2,..., an} ne moZe se
napisati kao linearna kombinacija prethodnih posto je (al5a2, ..., an) nezav-
isna.
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Teorema 14.33 Generatorna n-torka vektora prostora V dimenzije n jeste
baza toga prostora.

Dokaz Dokazati da je (ai,a2,... ,an) nezavisna n-torka prostora V. Ako
bi (ai, a2, ..., an) bila zavisna, tada bi postojao pravi podskup od k < n
elemenata skupa {ai, a2, ..., an), koji je takode generatorni. Medutim, kako

postoje nezavisna n-torka prostora V i generatorna k-torka prostora V, to
zbog teoreme 14.26 sledi k > n, Sto je kontradikcija sa k < n.
Poslednje teoreme mogu se objediniti u slede€oj Cinjenici.

Cinjenica 14.34

Ako je broj vektora jednak dimenziji prostora, tada su ti vektori baza,
bilo da se dokaze samo njihova nezavisnost ili samo generatornost.
Ako je broj vektora veéi od dimenzije, vektori su uvek zavisni. Ako
su vektori generatorni, njihov broj je vedi ili jednak dimenziji prostora.
Ako su vektori nezavisni, njihov broj je manji ili jednak dimenziji pro-
stora. Ako su vektori zavisni, njihov broj je neodreden u odnosu na
dimenziju.

Posledica 14.35 Ako su prostori W i V iste dimenzije i ako je W C V,
tada je W = V, jer proizvoljna baza postora W mora biti i baza prostora V .

Definicija 14.36 Skup odn razliCitih vektora {a”, a2, ..., an} jeste baza nekog
prostora akko je n-torka vektora (ai, a2, ..., an) baza toga prostora.

Zadatak 14.37

Neka je V wvektorski prostor generisan
skupom v_ektora {a, bc d, ?}' Cije SL.J sye 2aT bT 18c —12d T e
zavisnosti datg sledecim S|s'_cemom inje~ T 33c- 22d T 2e =
gtmm-ImearnimJcombmadja”™az

Precizno matematicki to znali aa T Ob+ 7c+ SdT ee = 0

(oM ,6) EI((2,1,-15,10,-1), (2,1,18,-12,1), (1,0,33,-22, 2

tj. sistem od tri linearne zavisnosti vektora a, b, ¢, d, e, ekvivalentan je ovom
beskonacnom sistemu linearnih zavisnosti vektora a, b, c, d, e!

(a) Odrediti dimenziju vektorskog prostora V .

(b) Naci sve podskupove skupa S={a,b,c,d,e} koji su baze prostora V. (c)
Da lije {a, b e} baza prostora V ?

aT b—15c+ IOd — e

0
0
0
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ReSenje
Dati sistem zavisnosti vektora je ekviva- a+ b- 15c+ IGd e=0
lentan sledeéem sistemu zavisnosti: -b +48c- 32d+3e=0

odakle sledi da su vektori a i b nepotrebni u generisanju prostora V, pa
{c, d, e} je generatorna za V te je dimV < 3. Medutim, kako poslednji sistem
reprezentuje SV E zavisnosti skupa vektora S = {a,b c, d, e}, to je dimV =
3, jer u protivnom bi poslednji sistem u tom trougaonom obliku morao imati
TR nezavisne jednakosti (zavisnosti), a on ima DVE, pa {c, d, e} jeste baza
prostora V.

Evo jos jasnije objaSnjenje. OcCevidno je da {c, d, e} jeste generatorni skup
za prostor V i da bilo koja linearna kombinacija poslednjih dveju jednakosti
sadrzi bar jedan od vektora a b Nijedan pravi podskup skupa {c, d, e}
nije generatoran, jer bi se u protivnhom dobila jednakost kao linearna kom-
binacija datih jednakosti, a ne sadrZzi ni a ni b, $to je nemoguce. Znadi,
{c, d, e} je minimalni skup generatora, odnosno baza prostora V.

Kako proveriti da li je {a, b e} baza prostora VI Komplement skupa
{a,b,e} u odnosu na skup S je {c,d}. Ako se elementi skupa {c,d} mogu
izraziti preko skupa vektora {a, b, e}, onda ¢e to znaciti da {a, b, e} jeste baza.
Drugim reCima, treba proveriti da li poslednji sistem vektorskih zavisnosti u
kojem je skup nepoznatih {c, d}, jeste takav da se vektori {c, d} mogu izraziti
skupom vektora {a,b,e} tj. da li je determinanta sistema A ra-

48 —02
zli¢ita od nule ili jednaka nuli! Ako je razli€ita od nule, onda ¢e {a, b, e} biti
'-15 10 '

48 -32
Tako se dobija da {a,b,c}, {a,b, d}, {a,c,d}, {a,c,e}, {a,d,e}, {b,c,d},
{b, ¢, e}, {b, d e}, {c, d, e} jesu baze, a samo {a, b, e} nije baza. Videti defini
ciju 14.17, gde stoji daje {a, b e} baza akko je i (a, b,e).

baza, u protivnhom nece. Kako je = 0, to {a, b e} nije baza.

Uociti razliku i sli¢nosti izmedu sitema zavisnosti nekog skupa vektora
i sistema linearnih jednacina nad nekim poljem!

Korisna napomena:
Neka dokazivanja u prostoru uredenih trojki realnih brojeva mnogo je

lakSe izvesti u prostoru slobodnih vektora Sto je dozvoljeno jer su oni
izomorfni.
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Poglavlje 15

LINEARNE
TRANSFORMACIJE

Do sada su proucavani jedan vektorski prostor i objekti u njemu. Sada ¢e se
posmatrati dva vektorska prostora, W i Wao i funkcije koje preslikavaju W u
V2, koje su saglasne s operacijama tih prostora. To znaci sledece: svejedno je
da li se prvo saberu dva vektora pa zbir preslika funkcijom 7/ ili se prvo svaki
od tih vektora preslika istom tom funkcijom / pa se tek onda izvrsi sabiranje.
Takode je svejedno da li se prvo pomnoze skalar i vektor pa preslika funkcijom
/ ili se prvo preslika vektor sa funkcijom / pa skalar pomnozi dobijenim
vektorom. Ovakve funkcije nazivaju se ,,linearne transformacije” ili
~homomorfizmi”. Evo i precizne matematiCke definicije.

Definicija 15.1 Neka su Vj iV 2 vektorski prostori nad istim poljem F. Tada
je funkcija f : Vj —V2 ,linearna transformacija” ili ,homomorfizam”

ako su
/(a+b)y=/@+ /(b 1 /(aa) = af(a)

zasvea, b izWisvea izpoljaF.
Skup svih homomorfizama prostora W u V2 oznacava se sa Hom(Vi, Vf).
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Definicija 15.2 Homotetija HO k sa centrom u tacki O i koeficijentom Kk,

preslikava proizvoljnu tatku A u tacku A', tako da je OA' = k mOA. Par
tataka (A, A!) naziva se par odgovarajucih tacaka u homotetiji Ho k.

Definicija 15.3 Funkcija f OCUVAVA homotetiju ako se par odgovarajucih
taCaka A i A" u nekoj homotetiji preslikava u par odgovarajucih tacaka f (A)
i f(A') u istoj toj homotetiji.

Geometrijska interpretacija ili definicija LINEARNE TRANSFORMACIE u euk-
lidskom, geometrijskom vektorskom prostoru (R3,R, +, 9 glasi:

Svaka linearna transformacija preslikava paralelogram na paralelogram i OCUVAVA
svaku homotetiju ¢€iji je centar u koordinatnom pocetku.

Obratno. Svaka funkcija / : M3 — MB koja paralelogram preslikava na par-
alelogram i OCUVAVA svaku homotetiju iji je centar u koordinatnom pocetku,
jeste linearna transformacija.

Teorema 15.4 Funkcija f : R3 -> MB je linearna transformacija akko f

oCuvava paralelnost i svaku homotetiju Ciji je centar koordinatni pocCetak
0(0,0,0.

Napomena: U daljem tekstu oznake taCaka A i A' zamenjuju se oznakama
njihovih vektora polozaja a i b.

Dokaz Iz definicije homotetije sledi da je par taCaka (vektora polozaja)
(a, b) iz R3 par odgovarajuéih tataka u homotetiji HO a ako i samo ako je
b =aa. Dalijei/Z(b) = af(a)? Ocevidno jeste akko je /(aa) = af(a).
Dakle, /7 : R3 —R3 oCuvava homotetiju HOa akko je /(aa) = af(a). Znadi,
u svakorn slucaju je f(0) = O.

Poznato je da su O, a, b, a+ b uvek temena paralelograma, u kome je a, b
njegova dijagonala. Da li su onda uvek i f(0), Z(a), /(b), /(a + b) temena
paralelograma, gde je /(a),/(b) njegova dijagonala? Dokazace se da jesu
akko je /(a+ b) = /(a) + /(b), jer je f(0) = O.

Pokazace se da akoje / linearnai a, b, ¢, d paralelogram, tadaje i/(a), /(b), /(c), Z(d)
takode paralelogram. Da bi bilo jasnije, uzeée se daje a = rA/b = rB,c =
rc,d = rD. Kako je a, b, ¢, d paralelogram, to je AB = DC, tj. rB—rA=
rc —rD. Ako je / linearna, tada iz rB—rA = rc —rDsledi f(rB—rA) =
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f(rc ~rD) <+f(fB)- f{fA) = f(rc) —f(fD) odnosno /(a),/(b),/(c),/(d)
jeste paralelogram.

Pokazace se sada da vaZi i obratno, tj. ako / odrzava paralelnost, tada je
/(a+b) = /(a)+/(b). Ako se paralelogram uvek preslikava na paralelogram,
ondaje f(0), f(a), /(b), /(a+b) paralelogram, gde su /(a), /(b) dijagonala.
Kako je i /(O), /(a),/(b),/(a) + /(b) paralelogram, gde su /(a),/(b) di-
jagonala i /(O) = O, sledi daje /(a+ b) = /(a) + /(b), zbog jedinstvenosti
Cetvrtog temena D paralelograma ABCD ako su data tri njegova temena
ABC i podatak da je BC dijagonala.

VAZNA NAPOMENA:

Za svaku teoremu i definiciju iz vektorskog prostora uvek uotiti i geo-
metrijsku interpretaciju u (M3, R, +, *), jer sve postaje mnogo jasnije!

Ekvivalentna definicija linearne transformacije glasi:

Neka su W i V2 vektorski prostori nad, istim poljem F . Tada se funkcija
f \Vi —W2 obi¢no naziva , linearna transformacija” ili ,homomorfi-
zam?” ako je
f(aa + ,0b) = af(a) + /3f(b)

zasvea b izV\isvea i@izpoljaF.

Primer 15.5 Odrediti izraz za funkciju, kompoziciju f og, ako su definicije
funkcija f :R2—»W2 ig : M2—=M2 date izrazima:

f(xi,x2) = (axi+ bx2,cxi + dx2) ig(xi,x2) = (pxi+ gx2,rxi +sx2), odnosno
b P

f 1g odredene su matricama q ;

Videti 16.1.

ReSenje: (£ 0g)(xxx2) = f(g(xi,x2)) = 7/ (pxx+ gx2,rxx+ sx2) =
(a(pxx+ gx2) + b(rxx+ sx2), c(pxx+ gx2) + d(rxx+ sx2)) =

(apx1l+ agx2+ brx1+ bsx2,cpxl+ cqx2+ drx1+ dsx2)=

((ap + br)x1+ (aq + bs)x2, (cp + dr)x1+ (cq+ ds)x2), odnosno

ap+ br aq+ bs
cp+ dr cqg+ ds
Da li ovo asocira na mnozenje matrica?

/ 09 je odredena matricom Videti 16.2.

Primer 15.6 Neka su funkcije f : M2 —=M2 ig, h : M3 — M3 definisane
izrazima f(x2,x2) = (4xi —bx2,2x™ + 7x2),
g(x1,x2,x3) = (5xi + 6x2 - 6x3, -8x1 - 11x2 + 12x3,-4 xi - 6x2+ 7x3), 1
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h(xi, x2,x3) = | (-2 x2 - 2X3,2X, + X3,2x} - x2).
a) Dokazati da su f,g i h linearne transformacije.
b) Odrediti (f of)(xi,x2) i pokazati daje f of linearna transformacija.
c) Odrediti g(1,1,1) ig(5 —, —3).
d) Odrediti (g 09)(x},x2,x3).
e) Odrediti g~I(xi,x2,x3).
f) Odrediti (gogo... 09j(x},x2,x3) & g 200 (Xi,x2,x3).
2009

4)) Odred|t| /i = hoh 1tfO = hoh oh ipokazati daje /AQ =

hw h®) = hj h(dkty) = +thj hm = _h(@© ih(@k+) - h(2) A
h) Da li medu funkcijama h, /i(2), —h, —/12) postoji identicka funkcija? /
i) Da lije ({h, A(2),—h, —i(2)}, 0) grupoid i da lije grupa? Q (iFUf A
j) Da lije ({id h, 2\ -h, -/Zi(2)}, o) asocijativni grupoid s neutral-

nim elementom i da lije grupa, gde je i,i identicka funkcija? -L
k) Da lije ({h,h™2\-h,-h”~}, 0) podgrupa od ({f\f : K3 —aM3}, 0)? |

ReSenje
a) Kako su sadaa = (x,y) i b = (u, v) vektori, to je

f(aa+ (3b) = f (a(x,y) + B(u,v)) = f ((ax,ay) + (Bu, (3v)) =
= f(ax + (Bu,ay + (3v) =

= M(ax + (3u) —5(ay + (3v), 2(ax + (3u) + 7(ay + BV =

(4ax —bay + A(Bu —5(3v, 2ax + 7ay + 2(3u+ 7(3v) =

(4ax —bay, 2ax + 7ay) + (4(3u —5@v, 2(3u + 7(3v) =
= a(AXx —5y, 2x + 7y) + (3(4u —5v, 2u + 7v) =
= af(x,y) + (3f(u,v) = af(&) + (3f(h).

Analogno se dokazuje i za funkcije g i h.
b) (/ of)(xi, x2) = (6xi - 55x2,22x} + 39x2), pa je linearna analogno
dokazu pod a).

O ™(1,1,1) = (5,-7,-3),™5,-7,-3) = (1,1,1)-
d) (gog)(x!,x2,x3) = (¥ x2,x3) tj. gog = idje identitka funkcija.
e)g~l=g f) M009)= (go5)(100) og = idog = g, tj. gje involucija.
g) /A (xi,x2,x3) = (ho h)(xi,x2,x3) = h(h(xi,x2,x3)) =

= | (—82i + 2x2- 2x3,2xi - 5%x2- 4x3,-2x}- 4x2- 5x3).
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h{3)(xi,x2,x3) = o h)(xi,x2,x3) = /i) (h(xi,X2,x3)) =

= ©(18x2+ 18x3, —18x1_ 9x3,—18xi + 9x2) =

= -] (-2x2- 2x3,2x\+ x3,2xi - x2) = (-h)(xxx2,x3).
/i@ = /i3 oh = —hoh= —i(Q).
/i0 =A@ oh=—PRoh=—Q = A = A

Uraditi prethodne primere pomoéu matrical

Uskoro ¢e biti dokazano da je svaka linearna transformacija / :M2 —
R2 oblika f(xx x2) = (oxi + bx2,cxi + /), gdesuo, b c, d ER.

Analogno primeru 15.6a dokazuje se da vazi sledeca teorema.

Teorema 15.7 Funkcija f:Rn—Rm definisana sa f(xx,x2,..., xn) =
(ona;i + ... + a\nxn,az2lxx+ ... + aznxn,..., omXi + ... + onnxn) jeste
linearna transformacija.

Malo kasnije bi¢e dokazano da vazi:

Svaka linearna transformacija /:Rn —Rm ima oblik f(x 1,x2, ..., xn)
(o1IX1 + ... + alnxn,a2iXi + ... + a2nxn,..., of@Xi + ... + amnxn).

Primer 15.8 Funkcije prs(x) i prn(x) su linearne transformacije. Prva
preslikava vektorski prostor svih slobodnih vektora u vektorski prostor ({4>a\j> e
R}, R, +, @), za svaki nenula vektor a, druga preslikava vektorski prostor svih
slobodnih vektora u vektorski prostor ({4>a + %e R}, R, +, ®), za svaka

dva nekolinearna (linearno nezavisna) vektora a ib, koji su paralelni sa ravni
TT.
(videti 12.20, 12.24, 12.23 i 12.34)

Neposredna posledica definicije linearne transformacije:
Teorema 15.9 Ako je f linearna transformacija, tadaje f(0) = 0.

Dokaz: Kako je f(ax + (3y) = af(x) + Pf(y) za sve skalare a i (3 to se
uzimanjem a = (3= 0 dobija tvrdenje teoreme.
Ako je f(x) = 0 da li mora biti x = 0?
(Odgovor: Samo ako je 7/ injektivna. Zasto?)
Dokazati matematickom indukcijom slede¢u teoremu.
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Teorema 15.10 Za svaku linearnu transformaciju f i za svaki prirodni broj
n vazi

f(aia\ + a™a™ + ... + anan) —a\f(ai) + Q2/(a2) + ===+ anf(an)-

Test 15.11 Nekaje f : V —XV linearna transformacija, gde suV iW nad
poljem F. Zaokruziti slova ispred tacnih iskaza. a),i/(0) = 0,

b) (Vxe V)f(-x) = c) (Vx e VMVX e F)f(Xx) = f(X) + f(x),

d) (VxeV)x =0+f(x) =0, e)(V.r. /e V)f(x-y) = f(x) - f(y).

Definicija 15.12 Neka su Vj i V2 vektorski prostori nad poljem F. Tada su
sabiranje funkcija iz skupa ZF= {/ ¥ : Vj — V2j i mnoZenje skalara polja F
i funkcije iz ZF definisani kao

(Vx e Vi)(Z + g)(x) = F(X)+g(x) i(Vx € K)(VA e F)(Xf)(x) = Xf(x).
ZWJ? Fli'H | ("e AG«iH JP,

Teorema 15.13 Uredena getvorka (Hom(Xj, Vj), F, +, 9 jeste vektorski pros-
tor, gde su + i =binarne operacije iz prethodne definicije.

Dokaz Prvo treba proveriti dalije /+ g e Hom(Vj, Vj) akosu 7 id iz
Hom(Xj, Vj), odnosno da li je zbir dva homomorfizma opet homomorfizam.
Kako je

(f+g)(ax + By)=f (ax + (3y) + g(ax + (3y)=af(x) + /3f(y) + ag(x) + ~30H)

= a(f(x) + g(x)) + 0(f(y) + g(y)) = a(f + g)(x) + /3(f + g)(y),

toje f +g e Hom(Xj, V2). Znaci, (Hom(Xj, Vj), +) jeste grupoid, a pokazace
se da je i Abelova grupa.

Asocijativnost operacije + jednostavno se proverava po definiciji te op-
eracije.

Neutralni element je funkcija O : Vj —V2 koja je definisana sa 0(x) = 0.
Naravno treba proveriti da lije O e Hom(Xj, V2), tj. dalije O0(ax + (3y) =
aO(x) + PO(y) zasvex iyizVjisveaiO izF. Tajednakost je taCna jer
je uvek ekvivalentna sa 0=0.

Pre ispitivanja postojanja inverznog elementa, pokazace se da je A/ ho-
momorfizam za sve Ae F i sve / e Hom(Vi, V2). Kako je

(A) (ax + @By) = Xf(ax + (3y) = X(af(x) + (3f(y)) =
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= a(\f(x)) + P(\F(y)) = ot\f)(x) + p(\F)(y), tj.\f £ Hom(Vu V2).

Kako se inverzni element za / u odnosu na sabiranje u svakom vektorskom
prostoru obelezava sa —/, to treba dokazati da za svaki / £ Hom(V\, v2) pos-
toji —/ £ Hom(Vu V2) takav da za svako x £ Vj vazi (/ + (—f))(x) = 0(x)
tj. /+ (—/) = O. Dokazati da trazeni homomorfizam —/ jeste —/ = (—1)/.
Pokazano je daje A/ £ Hom(Vu V2) za sve A£ F isve / £ Hom(Vj, V2), pa
je ondai — = (—1)/ £ Hom(Vu V2), §to znaci da ostaje joS samo dokazi-
vanje daje /+ (-/) = O, §to sledi iz

/+ (1)) = /() + (((1)H(x)=f(x) + (=Df(x) =

=/(*) - (L'/W) = f(x) - f(x) = 0= 0 (x).

Komutativnost operacije + oCevidna je iz definicije.
Dokazace se joS druga aksioma vektorskih prostora, to jest aksioma ot(f+
g = af + ag. Kako je za svako x iz V;j:

(«(7 +9))(x) = a(f + g)(x) = a(f(x) + g(x)) = af(x) + ag(x) =

= (af)(x) + (ag)(x) = (af + ag)(x),

toje a(f + g) = af + ag.
Preostale tri aksiome analogno se proveravaju po definicijama operacija
+ i =i definiciji homomorfizma. O

Teorema 15.14 Uredena trojka (Hom(V),+,0) jeste prsten, gde je opera-
cija + sabiranje homomorfizama, a o kompozicije funkcija.

Dokaz Videti 8.29. U prethodnoj teoremi pokazano je i da je ureden
par (Hom(V),+) Abelova grupa, a poznato je da je operacija kompozicije
funkcija asocijativna. Preostalo je da se dokaze daje /og £ Hom(V) za sve
/ igizHom(V) i da vazi zakon distributivnosti.

Neka su /i g iz Hom(V). Tada je

(7 og)(ax + (hj) = f(g(ax + 0y)) = f(ag(x) + Bg(y)) =

= otf(g(x)) + (3f(g(y)) = a(f og)(x) + (3(f 0g)(y),
Sto znaCi daje /7 og £ Hom(V). Dokazati sad distributivnost. Kako je za
svako x iz V

(f°(9 + h)(x) = f((g + h)(x)) = f(g(x) + h(x)) =
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= f(g(x)) + 7(7i(x)) = (/o p)(®) + (foh)(x) = (fog + fo h)(x),

toje f°(g+ h)=fog+ foh (Napomena: U svakom prstenu podrazumeva
se da druga operacija, to je ovde o, ima prednost nad prvom, to je ovde +,
§to u pisanju smanjuje broj neophodnih zagrada). O

vleorema 15.15 (Osnovni stav linearne algebre) Neka su V\ i\ 2 vektorski

prostori nad, poljem F i neka je (%,..., an) baza prostora Vj.

Tadaje za svaku n-torku vektora (bu b2, ..., bn) £ V2 jednoznacno odredena
linearna transformacija f : W — V2 za koju je f(af) = bhi; zasve i G
{1,2,...,n}.

Dokaz Dokazaée se prvo jedinstvenost takve linearne transformacije.
Pretpostavimo da postoje takve dve linearne transformacije 7, i g, za koje je
f(af) = g(af) = bt. Sada za proizvoljan vektor x = aiai + a2a2+ .. .+anan 6
Vi jeste f(x) = /(cciai + a2a2 + ... + anan) = aif(a{) + az2f(a2) + ... +
anf(an) = a\g(af) + a2g(a2) + ... + ang(an) =
= g(a\ai + 022 + eem+ anan) = g(x), Sto znaCi daje /7 = g.

Dokazati postojanje takve linearne transformacije /. Funkcija /7 : Vi —
V2 definisace se na sledeci nacin:

f(x) = f(a\a\ + az2a2+ ... + anan) =fa\b\ + a2b2+ ... anbn

za proizvoljni x = a\a\ + a2a2 + ... + anan £ V\ Jednostavno se proverava
(dokazite sami!) da ovako definisana funkcija / jeste linearna transformacija,
Cime je dokaz zavrsen. O

Jo§ jedna formulacija teoreme 15.15

Linearna transformacija / : A\ — W2
odredena je slikama bilo koje baze iz V\.

Definicija 15.16 lzomorfizam je bijektivna linearna transformacija. Zavek-
torske prostore W i V2 kaze se da su izomorfni ako postoji bar jedan izomor-
fizam f : Vj — V2. Ako su prostori W i V2 izomorfni, to se oznaCava sa
W= V2 ili \~ V2.

Linearna transformacija linearno zavisnu n-torku
vektora preslikava u linearno zavisnu n-torku.

Dokaz je vrlo jednostavan. Dokazite sami!
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Svaka injektivna linearna transformacija nezavisnu
n-torku, preslikava u nezavisnu n-torku.

Prvi deo dokaza sadrzan je u teoremi 15.17

Ako linearna transformacija svaku nezavisnu n-
torku vektora preslikava u nezavisnu n-torku vek-
tora, tada je / injektivna odnosno monomorfizam.

Treci deo dokaza je u teoremi 15.17.

Teorema 15.17 Neka su Vj i V2 vektorski prostori nad poljem F, neka je
n-torka vektora (al5a2, m., an) baza prostora W i neka je funkcija f:Vi~xV2
linearna transformacija.

Tada f jeste izomorfizam, ako i samo ako uredena n-torka vektora
(/(ai), /(a2), === /(a,,)) jeste baza prostora V2.

Dokaz (=>) Neka je / izomorfizam.

() Dokazati nezavisnost n-torke (/(ai), /(a2),..., f(an))
Iz otif (ai)+a2f (a2)+.. ,+anf(an) = 0, zbog linearnosti sledi daje /(a”ai +
a2a2 + ... + anan) = 0, a zbog injektivnosti i zbog /(0) = 0 sledi a™ai +

ala2 + ... + anan = 0. Zbog nezavisnosti n-torke (axa2,..., an) sada je
ax= ... =an=0t%. (f(ai), f(a?2),..., f(an)) nezavisna je n-torka prostora
\2

(I1) Dokazati sada da je (f(af),f(a2),..., f(an)) i generatorna. Uzeti
proizvoljni vektor y iz V2. Tada zbog sirjektivnosti funkcije / postoji x £ Vj
takav daje f(x) = y. Kako je (@™ a2, ..., an) baza prostora W\, to postoje
skalari a\,a2, -—an e F takvi da je x = ap/i + a2a2 + ... + anan. Zbog
linearnosti funkcije /7 odavde sledi y = f(x) = aif(ai) + a2f(a2) + ... +
anf(an), Sto znaCi da je svaki element y prostora V2 linearna kombinacija
vektora n-torke (f(ai), f(a2),..., f(an)).

(<=) Nekaje (f(ai), f(a2),..., f(an)) baza prostora V2.

(1) Dokazati injektivnost funkcije 7.

Iz f(x) = f(y) odnosno f(diai + a2a2+ ... + anan)=

= /(Aai + [Ra2+ ... + Aan), zbog linearnosti sledi da je

(ai ~ Pi)f(ai) + (a2 —P2)f(a2) + ... + (an—M)f(an) = 0,
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a zbog nezavisnosti n-torke (/(ai), /(a2),..., /(an)) sledi da je —@\ =
0, a2- /2=10,.,.,o0n- Bn=0, tojest x = vy, Sto znaCi da je 7/ injektivna.

(IV) Dokazati sada sirjektivnhost funkcije /. Kako je n-torka vektora
(7 («i), /(a2),.... /(«,»)) i generatorna, to za svaki y £ V2 postoje skalari
Ai, A2, ... An takvi daje y = Ai/(ai) + A2/(a2) + ... + An/(a,,). Neka je
X = Aial + A2a2+ ... + Anan. Tada je, zbog linearnosti /(™) ~i/(ai) T
A2/ (a2) + ... + An/(an) = y, odnosno / je sirjektivna, jer je dokazano da za
svako y s V2 postoji tako daje /(x) =

Linearna transformacija je izomorfizam
ako i samo ako bazu preslikava na bazu.

Teorema 15.18 Svaka dva vektorska prostora nad istim poljem F jesu izo-
morfna akko su istih dimenzija.

Dokaz je neposredna posledica teorema 15.17 i 15.15.

Primer 15.19 Vektorski prostori (KR, +, 9 i (Q, Q, +, 9 su jednodimen-
zionalni, pa kako su istih dimenzija, po teoremi 15.18 oni su izomorfni. To
znaci da postoji bijekcija izmedu Q i R, a poznato je da ne postoji bijekcija
izmedu Q i R! u ¢emu je greska?

Odgovor: jfe ~ VSO N j 5T 1 °
Teorema 15.20 Svaki n-dimenzionalni vektorski prostor {V, F, +, ® izomorfan

je vektorskom prostoru uredenih n-torki (Fn,F, +, ®. Taj izomorfizam naziva se
kanonicki izomorfizam. Sledi iz 15.18.



Poglavlje 16

MATRICE | LINEARNE
TRANSFORMACIJE

Sledi upoznavanje matrica i dokazivanje izomorfnosti nekih struktura lin-
earnih transformacija sa strukturama matrica. Cesto se kaze da je ma-
trica formata mn pravougaona shema brojeva, tj. elemenata nekog polja,
ili uredena mn-torka elemenata nekoga polja. Sledi definicija matrice.

Definicija 16.1 Matricaformatamn nad poljem F jeste funkcija Mmn (piSe

se josS i MmXn ili Mn"h) koja preslikava skup svih uredenih parova /Z(£, j))\i G

{1,2,..., m}Aj 6 (1,2,...,n}] uskup F. Skup svih matrica formata mn

oznaCavace se sa Admn. Matrice formata nn , tojest matrice koje imaju isti
broj vrsta i kolona, nazvace se kvadratne matrice reda n.

Na primer, matrica M 23 je funkcija definisana sa M2i3=
= {((1,1),7), ((1,2),4), ((1,3),9), ((2,1).3), ((2,2),0), ((2,3),8)}

/(L) (12 (13 (21) (22 23\ [7 4 9
\ 7 4 9 3 0 8y [ 30 8
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Poslednji zapis je najpregledniji pa ¢e se zato najceS¢e i koristiti.
Moguci nacin zapisivanja matrice formata mn:

..om,n
Mmxn = M m = Mmn= Mmn = [aij] -
an aiz2 ... ain ~ On ai2 ... ain ~
021 022 eem a2n 021 az22 mEE  a?2n
M mn [ajjlmn rrr
aml am2 emm amn y aml am2 wmmm amn J

Ako je [aijjJon matrica nad poljern F. tada se element at] polja F naziva
element matrice [a;j]Jmn, koji je u i-toj vrsti ij-toj koloni matrice.

Elementi an, ai2, ..., ain matrice [aijjrm formata mn, nazivaju se eleme-
nti i-te vrste, elementi al? az,..., an? matrice [al)jmn elementi j-te kolone
dok su elementi an, a22,..., @k matrice [arjjmn elementi glavne dijagonale,
gde je k= min{m, n}. U oznaci [ay]mm broj m je fiksan prirodni broj koji
govori da promenljiva i uzima vrednosti iz skupa {1, 2,... ,m} i broj n je
fiksan prirodni broj koji ukazuje da promenljiva j uzima vrednosti iz skupa
{1-2-—=. 7 /7 } o

Matrica Ciji svi elamenti su nule, zove se nula matrica.

Matrica Ciji elemnti glavne dijagonale su jedinice, a ostali elementi nule,
zove se jediniCna matrica.

Transponovana matrica AT od neke matrice A se dobija kada odgo-
varajuée vrste i kolone zamene mesta.

Defmicija 16.2 Zbir istotipnih matrica, formata mn, nad, poljem F definiSe
se kao

@ T [Nijjmn - faij T frijjmn)
mnoZenje skalara X G F i matrice [aijJrn definiSe se sa
Aladj]~i. [ACjIMm
I proizvod matrica [a™mk i \bijlkn definiSe se kao

k

[aidmk\)rji\kn= [ailhI3 + + eee+ arkbkjlmn = [Cij\mn 9 ~ Jc C..= " + A

P=1
uz dodatak (proSirenje) da za svaku matricu A vazi
(VAGF) [XImAd XmA=XA=AX=Anm[A,
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Videti primer 15.5 i definicije 17.35 i 17.36.

Matrice A i B mogu se pomnoziti samo ako je broj kolona matrice A
jednak broju vrsta matrice B, odnosno AmkBkn = Cmn.

Primeri
oIl 012 013 611 612 613 oii + bn ai2 + hi2 ai3 + &3
+
_o02l 022 023 621 622 623 a2l + 621 a22 + ~22 0,23 + A23

Istotipne matrice sabiraju se tako $to se odgovarajuci elementi saberu.

Ooll o012 OI3 Aan Ao12 Ao013

_ 021 o022 023 Aa21  Ao22 =

[uN

Prema tome, skalar (broj) mnozi se matricom tako Sto se skalar ili broj
pomnozi svakim elementom matrice.

Matrica Amn i Bpg moze se pomnoziti samo ako je n = p, na primer

oll 012 0i3 b\i 612 613
~.33-833 — [Oij133[6jj13s — a2l a22 023 621 622 623
031 032 033 631 632 633

011”1+ M 12”21+ 013~31  011612+012622+013632 011613+012623+013633
021611+022621+023631 021612+022622+023632 021613+022623+023633
_031611+032621+033631 031612+032622+033632 031613+032623+033633"

Element c() na mestu (i, ) u proizvodu AmkB}.n matrica Amki B};n dobija
se pomoc¢u z-te vrste matrice Amk i j-te kolone matrice i to tako Sto

se odgovarajuci elementi te vrste i kolone pomnoze i svi proizvodi saberu,
odnosno cij = anbij + ai2bj + ... + Oikbkjm

Definicija 16.3 Svaki vektor a* = (oi,-. @2j, === amj) G
ON

zapisuje se kao

matrica kolona ili a- & a matrica [ajj]nTi zapisuje se

Ctn

on 012 . m 0O\n -

021 o022 - H O def
&0 02 a

oM anm?2 m ® oM

i na osnovu 10.9 sledi daje aj = [au a2 ... oni].
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XX
def
Dakle , x = x\i + x2j + x3k = (xi, x2,x3) = X2 = x = [X\X2X3] .

X3
Svaka matrica kolona a, i svaka kolona matrice Mmn jesu vektor iz pros-

tora Mm, to jest uredena m-torka realnih brojeva.
. def
U sledecoj teoremi koristimo kraj definicije 16.2 koja kaze [A = A
Teorema 16.4 Za svake tri matrice kolone a, b, ¢ istoga formata vazi:

(aTb)c = (ca )b.

Dokaz Dokaza¢emo se zaformate 2x 1, jer se niSta ne gubi na opStosti.

_ b\ cl _ cl a\o\C\ + azhzc\
(afbje = ([a\ag] b2 c2 = @b\ + azho) c2 a\b\cz2 + azhzc2

_ cl b\ a\C\ ac\ b\ a\b\C\ + azbezc\
(cab = [2\a2) a\z a2 e a\b\e + azhec?

Na osnovu 16.3, 16.4, 10.9, 12.20 i 12.26 sledi daje P = - kvadratna matrica reda n, ranga

a- -ai af ai
1i za koju vazi P2 = P, tj. idempotentna je i projektuje na pravac vektora a\.

Proizvod aj mat = aja, kvadratna je matrica reda 1, odnosno jedan obi¢ni skalar (broj), koji se
naziva skalarni proizvod vektora a, sa vektorom at ili kvadrat intenziteta vektora at ili kvadrat norme
vektora at u oznaci |Jail|2 ili \a+ (videti 16.6), to jest postoji definicija skalarnog proizvoda vektora:

Definicija 16.5 Skalarni proizvod vektora je funkcija koja ureden par vektora a = (ci.0:2,-mmon) =

'Ol o« I m 1
az m
i b= (/3.,/722 = fin) — preslikava u proizvod matrice vrste aT i matrice kolone b,
. On . . ftn .
odnosno u broj aTh = a\j3\ + 0242+ ... + anf3n. Kada je matrica + realna (tj. 6 Kj, tada se AT

oznatava i sa A*j paje _
a*b = aTh = a\/3i + «2P2 + eem+ anfin-

Vektori a i b su normalni akko je njihov skalarni proizvod jednak nuli.

Videti 16.3, 10.9 i 12.19.

o

Definicija 16.6 Norma ili intenzitet vektora ot = (or, 0:2* eee50tm) — (videti 12.32) iz prostora

. @m.

Mnjeste realni broj |Jall definisan sa |||l = VaTa = y/a*a = ~ af + a® + eeet a” 12.48.

XA = [aij\mn => A* = [afj}mn. Matrica A* dobija se od matrice + konjugovanjem svih
elemenata matrice A i zatim transponovanjem.



16. Matrice i linearne transformacije 263

Vektor je jedini¢ni akko je njegova norma jednaka 1. Ugao izmedu vektora (matrica kolona) a ib u
oznaci jia. b) iznosi

a'b
= arccos

a*b
IMHI&II IMHI&I

)ta,b) = arccos

Zadatak 16.7 Ako su a ib vektori kolone iz Mmn = [.ZJ]Inn, dokazati da je tada
(aTh)a = (aaT)b odnosno (a*b)a = (aa*)b, jer ako je aij 6 R, tada je a* = aT.

Definicija 16.8 Neka n-torka vektora [EL?2,..., <X) ortonormirana je akko su svaka dva medusobno
normalna i ako su jedini¢ni.

Kako ¢e se dalje raditi samo s realnim skalarima, to ¢e uvek biti a* = aT.

Definicija 16.9 Projekcija vektora x na pravac vektora a jeste vektor Pa(x) = a zbog 16.4 sledi
Pax = x. Ako je q jedini¢ni vektor, tada je Pgx = (qqT)x = (q ' x)q.
Na osnovu 16.3, 16.4, 10.9, 12.20 i 12.26 sledi daje P = = °j I kvadratna matrica reda n, ranga

1 i za koju vazi P2 = P, to jest idempotentna je i projektuje na pravac vektora a™
Teorema 16.10 Za svaki vektor x vazi da je x —Pa(x) normalan na vektor a.
Znati, Pa = &,° je linearna transformacija ili matrica ranga 1 koja pomnoZena proizvoljnim vektorom

(matricom kolonom s desne strane) daje njegovu projekciju na pravac vektora a.

Teorema 16.11 Neka sua :nr <=0 ravan i a :r = ta prava. Kosa projekcija vektora x na ravan a
u pravcu prave a (vekora a) jeste vektor f(x) koji je odreden sa (videti 16.3,16.4 i 13.15)

_ apgs .y - ~ T T H .
f(x) = x —g; ili matrignim ratunom f) =x —np, =x —7"7x = {j- ~pIX: N)

gde sun,a i x matrice kolone, dok je matrica linearne transformacije f.

Teorema 16.12 Nekasua :nf= 0 ravan ia:f = ta prava. Kosa projekcija vektora x na pravu a
,,u pravcu ravni a ” (ili paralelno sa rvni a) jeste vektor g(x) koji je odreden sa

g(x) = x —f(x) = x —(x —=8u) = ="la (videti 16.3,16.4, 13.14 i 13.13.)
Matri€nim raunom to Jje q(x) = n—,ga = -X = g(x)
gde su n,a i x matrice kolone, dok je matrica lineame transformacije g.
Teorema 16.13 Matrice P\ = | - — i P2 = af jesu idempotntne tj. projektori, odnosno vaZzi
P2 = P\ i P2 = P2, dok matrice F\ = 2P\ —I i ~ 2P2 —I jesu involutome tj. reflektori, odnosno
vazZiF2=/iF2 =1, gde suain proizvoljne matrice kolone istoga formata.
Teorema 16.14 Ako je P kosa projekcija, bilo na pravac bilo na ravan, tada je F = 2P —I kosa
simetrija, gde je | identicka funkcija ili jediniéna matrica. Jasno je da vaziP2 =P i F2 =1. Matrica

P je matrica lineame transformacije f ili g iz 16.11 i 16.12.
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Zadatak 16.15 Odrediti matrice kose ravanske simetrije i kose osne simetrije zavisno od matrica kolona
(vektora) a i n u vektorskom prostoru R3. Prava i ravan odredene redom kao a i n moraju da sadrZe
0 (0,0,0) zbog potrebnog uslova za lineamu transformaciju /(0) = 0.

Ako su u pitanju simetrije i projekcije slobodnih vektora, sledi da prava i ravan ne moraju da sadrze
0 (0,0,0), jer tada je svaka tatka nula vektor!

ReSenje Na osnovu 16.11, 16.12 i 16.14 sledi da je matrica kose simetrije u odnosu na pravu ,,u

pravcu ravm a matrica kose simetrije u odnosu na ravan u pravcu prave je

gde je n vektor normale ravni, dok je a vektor prave.

Teorema 16.16 Ako je $(na,n0) = ip, tadaje A=BC = (I - ~~nanZ)(l- jjjnpnlJ) matrica

rotacije oko presecnice ravni a. i (3 za ugao 2(p, a matrice B i C su matrice ravanskih simetrija redom
u odnosu na ravni a i (3 koje sadrZe koordinatni pocetak i njihovi vektori normala su redom na = na i
np = fip, odnosno na i np su matrice kolone.

Kako se ne moze izvesti direktno uopstenje (geometrijsko) definicije 12.23, to se moze videti njena
ekvivalentna definicija (teorema) 12.34. Evo toga uopStenja:

Definicija 16.17 Akoje (qi,q2,..-,qn) ortonormirana n-torka prostora (Mm, M, +, ), tada
(videti 12.34) P{x) = Px = (q{x)qi + (q%x)g2 + ... + (g*x)qn = E"=i(«?*)« = £ ? = i )*
jeste projekcija vektora x na vektorski potprostor generisan n-torkom vektora (91,32, ,9n).

Teorema 16.18 Ako je (91,92, **=,9m) ortonormirana baza prostora (Rm, M, +, m)) tada za svako x €
Mm (videti 12.35): P(x) = Px = x= (g,X)g\ + (q%x)g2 + ... + (g*x)gm =
= Efli(9ix)» = EilLi(qgig*)x Odnosno P je identitka funkcija.

Ova teorema je uopStenje teoreme koja kaze da ako tatka pripada ravni, onda je njena projekcija na
tu ravan jednaka njoj samoj.

Teorema 16.19 Za svaki vektorx € Mm i svaku ortonormiranu n-torka (91,92,... ,qn) prostora (Mm,M, + , 9
vazi daje vektor (videti 12.34 w12.22)
r=X- EJt=i(om®)x = X—E"=i normalan na svaki q, za sve i € {1,...,n}.

Teorema 16.20 Za svaki vektor i e | m postoji vektor r, takav da je x na jedinstven nacin predstavljiv
lineamom kombinacijom n+ 1 —torke vektora (r,q\,q2,...,qn), odnosno vazi daje x = r+ E?=i(9i x)qi,
gde je (91,92,..., gn) data ortonormirana n-torka, gde je n < m.

Gram-Smitov postupak ortogonalizacije nezavisne n-torke vektora neposredna je posledica teorema 16.19
i 16.20:

Teorema 16.21 Gram-Smitov algoritam. Neka je (a\,... ,an) nezavisna, (q\,...,qn) ortonormirana i
neka je < a\,... ,a\ >=< g\,..., q, > zasvakoie6 (1,...,n}. Tadaje

. n 1 °i-(gi°®i)gl-(92a0g2----(g*-iai)9<-I Vidpti 19 17
91 = tillaln I~ UaiE?anl))%l-iq’\ai)(%-...-((g(_lal))qi’\i\\' P

U primeru n = 3 ima 23 = 8 takvih ortonormiranih trojki (triedara) koji reprezentuju 8 oktanata.

Zadatak 16.22 Neka sua = a = a\i+ a2j + a2k = (a\,a2,(3) i x = x = x\i + x2j + x2k = (x\,x2,X3)
X\ 1
slobodni vektori ali i vektori prostora (M3, M, +, W), a zbog 16.3 i 16.5 oni su i matrice kolone x = X2
X3
a1
a2 paje a* = aT = [ai a2 a3]. Tada dokazati sledece:
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a) Matriénim mnoZenjem pokazuje se da je (aa*)x = (a*x)a, Sto znali da je P(x) = =
x = Px. Videti 13.18 i 12.20.

b)P = — je matrica Cija linearna transformaija svaki vektor x = (x\,12,73) preslikava na
njegovu normalnu (ortogonalnu) projekciju na pravu koja prolazi kroz koordinatni pocetak i para-
lelnaje sa vektorom a = a to jest na pravu Cija je jednacina f = ta, odnosno P(x) = Px = X.
Videti 13.18 i 12.20. o

c) Matrica P je idempotentna tj. projektor, odnosno vazi P2 = P.

d) Matrica F = 2P —1 je involutorna (reflektor), odnosno vazi F2 = I, gde je | jedinicna matrica.
Linearna transformacija F je osna simetrija, Cija je osa paralelna sa vektorom a = a = aii +
023 + a”k = (a\,a2,03), tojest aT = [ai 02 03] i pripada joj koordinatni pocetak

\ T X " a
y . gdeje a— @
z

@

F(x,y,z)=F

N X

Primer: a=i+j+j=(1,1,1) i (x,y,z) = (1,23). Redenje F(I,2,3) = (3,2, 1).

e) Matrica | —P je idempotentna tj. projektor, odnosno vazi daje (I —P)2 = | —P . Linearna
transformacija | —P je projekcija na ravan koja je normalna na vektor a = a.
f) Matrica F\ = —F = | —2P je involutorna (reflektor), odnosno vazi F2 = |. Linearna transfor-

macija F\ je ravanska simetrija, u odnosu na ravan koja je normalna na vektor a = a i pripada
joj koordinatni pocetak.

Svaka linearna transforma.cija za koju je P2 = P naziva se projektor, a za koju je F2 = | zove se
reflektor, ali ne mora svaka biti ortogonalna kao ove iz prethodnog zadatka i prethodnih teorema.

Videti 10.9, 12.20, 13.18 i 16.3. To znaci da je algebra slobodnih vektora, u stvari, algebra matrica,
gde je a* = aT matrica vrsta nastala transponovanjem matrice kolone a.

Teorema 16.23 Ako je P projektor (videti 16.22,12.20,12.27,12.34), tada F = 2P —I jeste involutoma
lineama transformacija, tj. matrica za koju vazi F2 = | odnosno F-1 = F, gde je | jedini¢na matrica.
Takve matrice ili linearne transformacije F nazivaju se i reflektori. Ako je P ortogonalan, tada je F ili
ravanska simetrija ili osna simetrija u euklidskom (obi¢nom geometrijskom) prostoru R3, u zavisnosti od
toga da lije P projektovanje na ravan ili pravu koje, naravno, sadrZze koordinatni pocetak.

Teorema 16.24 Linearna transformacija F jeste involutoma ako i samo ako je reflektor, to jest ako
je oblika F = 2P —1, gde je P neki projektor odnosno lineama transformacija za koju vazi P2 = P.
U euklidskom (obi€nom geometrijskom) prostoru R3 to su ravanske simetrije (kose simetrije), gde za
original A i sliku A" vazi da duz AA" ne mora biti normalna na ravan, ve¢ obrazuje neki fiksni ugao sa
ravni. Analogno i osne simetrije.

Moze li se dati uopSstenje definicije vektorskog proizvoda slobodnih vektora za prostor Km, analogno
uopstenju skalarnoga proizvoda 16.5. Videti 12.44 i 16.6.

Iz prethodnog se vidi da sva izraCunavanja u analitickoj geometriji, koja
se vrSe preko vektora, mogu da se rade i matricnim racunom.
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Definicija 16.25 Kako su svaka dva vektorska prostora nad istim poljem
izomorfna akko imaju iste dimenzije 15.18, to znaCi da je svaki vektorski
prostor (V,F, +, 9 dimenzije n izomorfan vektorskom prostoru (F n,F, +, ).
Izomorfizam prethodnih prostora odreden je fiksiranjem neke proizvoljne baze
(ax,...,an) prostora (V,F, +, ®), pa se zato obitno oznaCava sa a)
Fn—V i definisan je kao

daij_jon) (A, A2, ..., An) = AIOi + A202+ ... + Anon.
Izomorfizam ip a}:Fn—V naziva se KANONICKI izomorfizam.

Definicija 16.26 Neka je f : W — V2 linearna transformacija vektorskog
prostora Vi u vektorski prostor V2, oba nad istim poljem F, i nekaje (oi, a2,a3)
baza od W a (b\,b2) baza od V2. Ako je linearna transformacija f : Vj —V2
data sa slikama svoje baze @\\a2, 03):

f(ai) = ab\ +f3b2 ' f(al) a @3 rgl
* f(a = Ib\ +Sb2 ¥ f(a2) = 7 S
/ 035= @\ +ipp2  f(as). (P ip_
a )3 -1 T a
tada se matrica A = 7 5 5 78 <P naziva matrica linearne

transformacije f i, po dogovoru, koristi se i oznaka A = f .

Prema tome, linearna transformacija /7 : i —V2 definisana je (data) ako
a7 [
@6 ip

Jasno je da linearna transformacija / iz prethodne definicije jeste jed-
noznacno odredena (data) sa slikama baze (oi, 02,a3) (videti 16.26 i 15.15),
jer za proizvoljni x=Ai0i+A2a2+A303 iz Vj vazi da je

su date baze (ai,a2,03), (b\,b2) i skalari matrice

f(x) = Z(AiOi + A2a2 + A303) = Ai/(oi) + A2/(02) + A3/ (a3) =
= Ai(a:6i + (db2) + A2(7 & + Sh2) + \WY(pb\ + iph2)
(\\a + A27 + A30)6i + (Ai(3+ A2S+ A3/)fe2.

Znaci, dobija se da je

/(AIOi + A202+ A3a3) = (aAi + A2+ (P\Nb\ + (fiAi + &2 + ip\fb2,
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a ako su baze (al5a2,a3) i (bi,b2) fiksirane, zbog kanonickih izomorfizama,
odgovarajuc¢ih njima, prethodna jednakost tada se mozZe zapisati (videti ko-
mentar u slede¢em pasusu)

f (A, A2, A3) = (aAi + TA2 + (s, /2A + 5X2+ 0X3) il

a [ A
SN — g R
A

Strogo uzevsi nije se smelo pisati Aiai + A2a2 + A3a3 = (Ai, A2, A3), vel

je trebalo A™ai + A2a2 + A3a3 = +(@>82_ }(Ai, A2, A3), ali to se piSe u smislu
krace oznake. Krace oznaCavanje logi¢no je zato Sto je qqoi ~  izomorfizam.
Dalje ¢e se govoriti da koordinate vektora x = Axai + A2a2 + A3a3 u bazi
B = (a.],a2,a3) jesu (Ai,A2,A3) i pisati x = (Ai,A2,A3)s, a ako se baza B
podrazumeva, pisace se samo x = (Ai, A2, A3). Podsetimo daje to ve¢ uradeno
kod slobodnih vektora i pisano je xi + yj + zk = (X,y,z)__ = (X, Y, 2).
Evo joS jedne ekvivalentne definicije matrice linearne transformacije. Na
primeru koji ne umanjuje opstost jer je svaki vektorski prostor izomorfan sa
(Mn,M, +, @ za neko n G N pa je dovoljno proucavati samo linearne transfor-
macije / : Mn — NMm.

Teorema 16.27 Ako je f : M3 —M2 definisana kao

Xi
X2

f(xi,x2,x3) = (axi + 7x2 + (fx2, Oxi + 5x2+ f>x3)= 0 75/ip
. XZ.

tada matrica te linearne transformacije f u odnosu na standardne baze jeste
A= @ 7 (r>

0 5 ip
bolom njene matrice A odnosno A = /.

m Cesto se i sama linearna transformacija f obelezava sim-

Dokaz Ako se uzme redom (xu x2,x3) €{(1,0, 0), (0,1, 0), (0, 0,1)}, dobija
se /(1,0,0) = (a,0), / (0,1,0) = (7,5) i f(1,0,0) = ((f>rp) ili

f(1,0,0)= o0(1,0) +0(0,1) " /(1,0,0)" a o0
f(0,1,0)= 7(1,0) +5(0,1) 47 /(0,1,0) — s ®10)m
/(0,0,1)= 0(l,0) +0(0,1) /7(0,0,1) | - (0,1) .

H
Sada iz definicije 16.26 sledi tvrdnja teoreme.

Analogno primeru 15.6a dokazuje se da vazi teorema:
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Teorema 16.28 Funkcija /:Rn—Rm definisana sa f(x\, x2,..., xn) =

— (anXi + ... + ainxn,a2\Xi + ... + a2nXvi me\®m+i + eee+ amnXn) jeste
linearna transformacija.

Teorema 16.29 Nekaje((aii,a2i,a3i),(ai2,a22,a32),(al3,a23,a33)) bazavek-
torskog prostora (R3,R,+, 9 i neka su matrica A, matrica B i linearna
transformacija f : M3 —R3 date sa

f(ot\\,a2\ o 31)= (/7n, j32\ Ps\) alla\2o13 (N VAR)¢]
f(a\2,a22,a32)= (Pi2,p22,/332), A= a2\a2a23 , B= (R\@E2@33
f(a 13,023, 033) = (P13, (¥z, P33) Bl 032033 _ M1 EReE

Tada matrica M linearne transformacije f u standardnoj bazi glasi

M = BA~I

Test 16.30 Odrediti matrice sledecih linearnih transformacija:
f(4,0 =(,3 1,0 =(,2 h(21)=(1Q0 F(1,1)=(12
7(0,1) = (2,4)" 5(0,1) = (2,4) " h(5,3) = (0,1) ; F(2,4) = (2,4)

- ‘40"

.
Mg = Mh =i o mf = 20

1
1
1
1
1
1

H —

Teorema 16.31 Svaka linearna transformacija f iz skupa svih transforma-
cija C2={/:R 2—»R2 |/ je linearna transformacija} ima oblik f(x\,x2) =
(axi+bx2,cxi + dx2), gde sua,b,cid neki realni brojevi, koji su jednoznacno
odredeni za datu linearnu transformaciju f .

Tvare je fakticki linearnoj transformaciji f jednoznacno pridruzena matrica

A= i g iz skupa matrica A42 = d a,b,cde
i svakoj matrici A = ' 3 jednoznacno odgovara linearna transformacija
/: definisana sa f(xi, x2) = (ax\ + bx2,cx\ + dx2)

Napomena: Cnm = Hom(Rn,Rm).

Dokaz Neka je /7 neka proizvoljna linearna transformacija iz C2 i neka
se vektori (1,0) i (0,1) preslikavaju sa / redom u vektore (a,c) i (b,d)
odnosno /(1,0) = (a,c) i /7(0,1) = (b,d), Cime je zbog teoreme 15.15 lin-
earna transformacija / jednoznacno odredena. Sada zbog linearnosti funkcije



16. Matrice i linearne transformacije 269

/ sledi f(xux2) = f(xi(l,0) +x2(0,1)) = xxf(l, 0) + %/(0,1) = xx(a,c) +
x2(b, d) = (axi + bx2,cxx+ dx2).
OcCevidno je da vazi uopstenje zam in odnosno

Svaka linearna transformacija /:Rn —Mm ima oblik f(xx,x2, ..., xn)
= (axxi + ... + aXdxn,a2xxx+ ... + aznxn, ..., andXx+ .. + amnxn). |

Ovom teoremom (16.31) konstruisana je bijekcija ip : A42 —C22.

Zbog toga je uobiCajeno da se umesto / : R2—R2 pise A : R2—R2, gde
je A matrica odgovarajuc¢a linearnoj transformaciji /.

Sada ¢e se pokazati da ova funkcija ip ne samo Sto je bijekcija veé je i
izomorfizam algebarskih struktura matrica i (algebarskih struktura) linearnih
transformacija!

Teorema 16.32 Neka je M 2 = a 2 a,bc,dGR > i neka je skup
transformacija C2 = {/ :R2—R f je linearna transformacija}. Tada za
funkciju ip : M 2 —» C22 definisanu sa ip q = f, gdeje

f(xi, x2) = (axx+ bx2,cxi + dx2), vazi: 4 2 (xi,x2)

a) ibje bijekcija ,

b) V64, B e M 22) ip(A mB) = if(A) 0if(B)

c) (WI,B EM.2) ip(A + B) = ip(A) + ip(B)

d (VA 6 M2)(VA< R) ip(XA) = Ap(A) gde su o i
+ operacije kompozicije i sabiranja u skupu linearnih transformacija, a m i
+ operacije mnozenja i sabiranja matrica, i X mA = XA mnoZenje skalara i
matrice dok je Xmip(A) = Aip(A) = Xf mnozenje skalara i linearne transfor-
macije. Znaci, koristi se konvencija o brisanju simbola operacije ®m odnosno
mnoZzenja skalara i matrice, kao i mnozenja skalara i linearne transformacije.
Operacije + pod c) su razliCite!

Dokaz

a) Dokazano je teoremom 16.31.

b) Neka su linearne transformacije / i g definisane izrazima f(xxx2) =
(axi + bx2,cxx+ dx2), g(xx,x2) = (pxx+qgx2,rxx+sx2). Po definiciji bijek-
tivne funkcije ip tada sledi da postoje matrice A = i g | B = ': g

takve daje ip(A) = f iip(B) = g. Sada sledi daje (ip(A)o
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0(/1))(x,,a:2) =

= (/0ff)(*i.~) = f{g{xi,x2)) = f(pxi + gx2,rx1 + sx2) =

= (a(pxi + gx2) + 6(rxi + sx2), c(pxx+ gx2) + d(rxi + sx2)) =

= (apxi + agx2 + brxi + 6sx2), cpxi + cqx2 + drx\ + dsx2) =

= ™Map + 6r)xi + (aq + 6s)x2, (cp + dr)xi + (cg + ds)x2" =
ap+ hr ag+ fcs \, —/{ a ™ P 9
cp+dr cg+ ds J(XI'X2> y ¢ d r s _

= -004 <B)(xi,x2).

Kako je (004) 00(5)) (xx x2) = if(A mB)(xi,x2) za svaki par (xi,x2) 6

M2, to je 004) 00(5) = O(A <5) . Videti teoremu 3.23.

Sada je jasno daje mnoZenje matrica definisano onako kako je i definisano
da bi u izomorfizmu 0 mnozenju matrica odgovarala kompozicija linearnih
transformacija! Drugim reCima, ekvivalentna definicija mnozenja matrica
glasi:

=0 (xx,x2)=

A mB = 0”1(0(A) 00(5))

C) (O(A) + 0(5))(xi,x2) =
= (/+ g)(xi, x2) = (axi + bx2,cxi + dx2) + (pxi + gx2,rxi + sx2) =
= (axi + bx2 + pxi + gx2,cxi + dx2 + rx\ + sx2)

= ((a+P)xi+ (b+q)x2, (c+r)xi + (d+8)x2) =0~ a P 4+¢ (Xix2)=

_ a b P q . —
=0 c d + ros \(Xi,X2) =
oje (O(Aj+0(5))(xi,x2) =
t, toje 4>(A)+ =0(A + 5) . Videti teoremu 3.23.
d)

a b . Aa A6 . _
0(AA)(xi,x2) = 0 (A c d (x1,x2) = 0 A Ad (xi,x2) = =
(Aaxi + A6x2, Acxi + Adx2) = X(axi + bx2,cxi + dx2) —
= A0 i‘ A xxx2) = AO(D(TI,TD) = Xi.X 2).

Kako je ip(\A)(xi,x2) = (xi,x2) za svaki par (xi,x2) iz skupa

E2 toje 0(AA) = AO(A) Videti teoremu 3.23.

Teorema 16.33 Funkcija 0 iz teoreme 16.32 jeste izomorfizam prstena hn-
earnih transformacija (Cnn,+,0) i strukture matrica (AAnn,+,-), Sto znacCi
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daje i (Ainn, +, 9 prsten i'ipje izomorfizam vektorskih prostora (Cnm.R, +, 9
i (fidmm 45" e

Na osnovu ove teoreme sledi da iz asocijativnosti kompozicije linearnih trans-
formacija sledi asocijativnost mnozenja matrica.
Napomena: Cnm = Hom(M.n, Mm).

Ako je 'ip(A) = f, tada se za matricu A kaze da je matrica
odgovarajuca linearnoj transformaciji /.

Vazna napomena! Skalar A u prethodnom nizu jednakosti mnozi se sa
matricama, skalarima, vektorima (n-torkama) i linearnim transformacijama.
To su sve razliCite operacije mnozenja (multiplikativne)!

Jasno je da dokaz nimalo ne gubi na opStosti, $to je dokazivano za m =
n = 2, jer vazi za sve prirodne brojeve m i n. Sve izlozeno vazi za svako polje
F iako je zbog jasnoce radeno za polje realnih brojeva.

Zbog izomorfizama dokazanih u prethodnoj teoremi, ¢esto se u
radu, u cilju krateg zapisivanja i sporazumevanja, ,,poistovecuje”
matrica A sa njoj odgovaraju¢om linearnom transformacijom / =
fiA) pa se umesto / piSe A, ali strogo uzevsi to su razliciti
matematicki objekti. Dakle, Ax — A(x) = f(x) i Ax je
mnozenje kvadratne matrice A matricom kolonom x, dok
A (x) je slika originala x funkcijom (linearnom transfor-
macijom) A

Kako su struktura matrica i struktura linearnih transformacija izomorfne,
to sledi da svi zakoni koji koje smo dokazali za linearne transformacije,vaze
iza matrice. To znaCi da na primer asocijativnost mnoZenja matrica ne
morarno dokazivati, jer je kompozicija linearnih transformacija asocijativna.

Zadatak 16.34 Neka su linearne transformacije f i g definisane sa
F(x1,x2) = X\ + 2x2, A+ 3x2) i g(x1 x2) = (2x\ - x2, 22X\ + X2).

a) Po definiciji kompozicije o odrediti (f og)(x\, x2) = f(g(xi,x2)).

b) Napisati matrice Mf i Mg koje su odgovarajuée linearnim transfor-
macijama f i g odnosno Mf = ip~I(f) i Mg = j)~\ Q).

c¢) lzraCunati proizvod matrica Mf =Mg.

d) Napisati linearnu transformaciju h(x\,x2) kojoj odgovara matrica Mf m

Mg Vv (/). '
e) Dalije h=f og ili dalije (VxI}x2 E M) h(x\, x2) = (f og)(x\, x2)I
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| za testove i za zadatke posebno su vazni sledeci
primeri, definicije i teoreme:
15.5, 15.6, 15.13, 15.14, 15.15, 15.16, 15.17, 16.25, 16.26, 16.27, 16.31, 16.32, 16.34.

Zadatak 16.35 Odrediti sledece linearne transformacije ravni xOy to jest
prostora R2 u obliku f(x, y) = (ax-\-by, cx + dy), gde su a, b, c, d realni brojevi
i odrediti njima inverzne linearne transformacije:
a) Osna simetrija ag oko ose | koja prolazi kroz koordinatni pocetak

0 i s pozitivhom x-osom obrazuje ugao | G (—f, f].
b) Rotacija pg oko koordinatnog pocetka O za ugao 0 E (—n,ir\.
c) Centralna simetrija aQ u odnosu na koordinatni pocetak 0.

ResSenje Koris¢enjem kompleksnih brojeva lako se dobija:

a) ae(x,y) = (xcos6 + ysin0, x sin# —ycos6) i cr'l = ag. Koristiti:

ae(z) = ~Zie = (X + iy)(cos9 + isin8) = xcos8 + ysin8 + i(x sin8 —y cos9). Videti 7.44

b) po(x,y) = (xcos9 —ysin6,xsin9 + ycos9) i pfl- p_g.

Koristiti: pg(x + iy) = (x + iy) (cos8 + i sin8) = xcos8- ysin9 + i(xsin9+ ycos8). Videti 7.26

c) 0QX,y) = (-x. -y) ia-1=aQ

Matrice ovih linearnih transformacija su:
cos 9 sin# cos9 —sin# -1 0
sin0 —cos#t 1P® sin#  cos6 1O 0o -1

Zadatak 16.36 Da li (A U 13 0) jeste grupa linearnih transformacija pros-
tora R2, gde su A = {aeNVe (—tA}?B = {pe9 G (-7r,7r]}, operacija o
kompozicija funkcija i ag i pe definisanih u zadatku 16.35?

Uputstvo: Ispitati da li a™ “aB a%9 °p02, Pq °v@ i PJ °PQ@ pripadaju skupu
dUBza svako 9Xi 92 iz R ili iz (— ], potpuno je svejedno. ZaSto? Moze
se raditi i u matricnom obliku.

Zadatak 16.37 Napisati izraze za linearne transformacije /i, fi, h k°Je su
ravanske simetrije redom u odnosu na ravni x =y, x = z iy = z. Naci sve
linearne transformacije koje se mogu dobiti kompozicijom funkcija f\, %4 fz i
napisati Kejlijevu tablicu kompozicije svih tih linearnih transformacija. Da li
one obrazuju grupul Kako glasi geometrijska interpretacija ostalih linearnih
transformacijal



16. Matrice i linearne transformacije 273

Rezultat fi(x,y,z) = (y,x,z), f2(x,y,z) = (z,y,x), f3(x,y,z) = (x,2,y),
fi(x,y,z) = (fi 0f2)(x,y,2z) = fi(z,y,x) = (y, z, x), rotacija oko prave x = y = z za ugao 120°
fs(x,y,z) = (fi 0f3)(x,y,2z) = fi(x, z,y) = (z,X,y), rotacija oko prave x = y = z za ugao 240°
fo(x,y,z) = (14 0f5)(x,y,z) = f4(z,x,y) = (x,y,z). ({Z/o,fi, h, fz, fi, fb)}, jeste grupa.

To su transformacije podudarnsti koje jednakostrani¢an trougao A(1,1,-2),B(1,-2,1),C(-2,1,1) preslikavaju

u smog sebe. Koji se sve trouglovi sa /o, fi, f2,f3, /4, /s preslikavaju u sami sebe?

Teorema 16.38 Nekaje V vektorski prostor nad, poljem F i nekaje (ai, a2,..., an)
baza prostora V. Tada je funkcija

V (ai,a2,..an) BF n ->V defimsana sa

Pfaia2,...,a,)("M, A2,..., An) = AIGi + A2a2+ ... + Anan

izomorfizam prostora F n i prostora V, koji ¢e se nazvati kanonicki izomor-
fizam.

Dokaz se, zbog svoje jednostavnosti, ostavlja Citaocu.

Definicija 16.39 Neka je funkcija f : V] —» linearna transformacija
prostora V& u prostor i neka su (ai, a2,..., an) i (bi, b2,..., bm) redom
baze tih prostora. Tada se matrica A odredena linearnom transformacijom
U = 4>{A

. pn pn
fA —T(bl,b2,...,m]) °f° T(ai,a2,...,.an) m

naziva matrica odgovarajuéa homomorfizmu f , u odnosu na te izabrane baze.
Na osnovu usvojene konvencije, umesto fa pisate se samo A, jer homomor-
fizmu fA jednoznaCno odgovara matrica A.

+(«!...af) T(bl,,bm)

Drugim reCima, svaka linearna transformacija /7 e HornfVi, V2) jednaka
je linearnoj transformaciji

/= T,mo}%° A ° T(ai,a2,..,an)’
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gde su (ax, a2, =., an) i (&, 62, ---, &m) neke baze redom prostora Vi i V2, dok
je A linearna transformacija odgovaraju¢a matrici A G A4mn-

Dvojno znacenje simbola A (matrica ili linearna transformacija), nece
stvarati zabunu jer Ce iz konteksta uvek biti jasno da li je re¢ o matrici ili
0 njoj odgovarajucoj linearnoj transformaciji. Sigurno ve¢ imate iskustava s
dvostrukim i viSestrukim znacenjem simbola (oznaka), kao Sto se, simbolom
+ oznacavaju razne binarne operacije: sabiranje homomorfizama, sabiranje
matrica, sabiranje u polju F itd.

Na primer, ako se za matrice A, B G AAnmm posmatra linearna transfor-
macija (odredena sa A+ B ) A+ B : Fn -> Fm, pitanje je da li je to
linearna transformacija koja odgovara zbiru matrica A + B ili zbir linearnih
preslikavanja koja redom odgovaraju matricama A i B tojest A:Fn—»Fm
1B :Fn Fml Kao §to je dokazano teoremom 16.32, nije bitno jer u oba
slu€aja to je jedno isto preslikavanje, pa nema opasnosti od zabune.

Isto tako, ako se za matrice A, B e M nn posmatra linearna transformacija
(odredena sa A mB ) A mB : Fn — Fn, pitanje je da li je to linearna
transformacija koja odgovara proizvodu matrica A mB ili kompozicija (neki
kompoziciju o zovu proizvod i piSu eumesto o) linearnih preslikavanja koja
redom odgovaraju matricama A i B, odnosno A :Fn—»FniB :Fn—Fnl
Kao §to je dokazano teoremom 16.32 ili 16.33 nije bitno jer u oba slucaja to
je jedno istovetno preslikavanje, pa nema opasnosti od zabune. Videti prirner
16.34.

Isto vazi i za AA, AE F.

Iz teoreme 16.32 sledi da za operaciju mnozenja matrica vaze zakoni aso-
cijativnosti i distributivnosti mnozenja matrica u odnosu na sabiranje ma-
trica, jer je algebarska struktura matrica izomorfna prstenu linearnih trans-
formacija, pa onda i struktura matrica mora biti prsten. Komutativnost za
mnozenje kvadratnih matrica ne vazi:

10" "1 1¢ "1 1"
10 00 0

Struktura (Hom(V), o) oCevidno je polugrupa s neutralnim elementom,
jer za kompoziciju funkcija vazi zakon asocijativnosti a neutralni element je
identiCka funkcija, odnosho funkcija skupa V u skup V koja sve elemente
preslikava u same sebe, a ona oCevidno jeste homomorfizam.

Ta struktura nije grupa jer funkcije iz (Hom(V), 0) nisu sve bijektivne,
pa nema svaka sebi inverznu funkciju.
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Ali ako se uzme da je Aut(V) skup svih automorfizama (bijektivnih
trasformacija V u V), tada (A utiV), o) jeste grupa. Kako je grupa (Aut(V), 0)
izomorfna sa algebarskom strukturom {M hn, =), gde je V n-dimenzioni vek-
torski prostor, a -0_1(Anf(K)) = M'nn C M nn, to je ondai (M 'nn, ¢ takode
grupa REGULARNIH matrica reda n u odnosu na mnoZenje matrica, koja nije
komutativna!

Neutralni element u grupi (M'nn, ¢ jeste matrica / koja je definisana sa
I = [opJdnn ako i samo ako je =0zai aa, 7= 1lzai=], jer za tako
definisanu matricu 7, koja se naziva jedini¢na matrica vazi I1x = x, gde simbol
X ima dvostruko znacenje, i to ako / tretiramo kao identicku transformaciju,
tada je x vektor ili uredena n-torka, a ako je | jediniCna matrica, tada je x
matrica kolona.

Kako (M'nn, ¢ jeste grupa, to svaka matrica iz tog skupa ima sebi in-
verznu, dok svaka matrica iz (M nn, ® nema sebi inverznu.
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Poglavlje 17

RANG MATRICE |
INVERZNA MATRICA

Definicija matrice data je u 16.1. Sledi definicija podmatrice (submatrice)
neke matrice.

Definicija 17.1 Podmatrica matrice Mmn jeste matrica koja se dobija od
matrice Mmm izbacivanjem proizvoljnog broja vrsta i proizvoljnog broja kolona.

Definicija 17.2 Kvadratna podmatrica reda r matrice Mmn je kvadratna
matrica reda r koja se dobija kada se u matrici Mmn izbace proizvoljne m —r
vrste i n —r kolone.

Definicija 17.3 Minor reda r matrice Mmn je determinanta neke njene
kvadratne podmatrice reda r.

Neke od podmatrica matrice

4 6 9 01
8 26 29
7590 2
58 35 2
1 9 58 3
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su na primer (nema ih vise od 961):

6 0 1 4 9 1 3 2 4 9 1 4 6 9 41
2 29 7 9 2 18 53 2 3 2 6 13
5 0 2 1 53 15 3 7 59

Minori matrice

4 6 9 01
8 2 6 29
7590 2
58 352
1958 3
na primer:
6 0 1 4 9 1 4 9 1 4 6 9
2 295 79 2 5325 326
50 2 15 3 153 759

Zadatak 17.4 Koliko postoji razliCitih podmatrica matrica

g "4 6 8
a) [7] b) 4, ? ) 7 9 2
15 3

ReSenje: a) 1 b) 9
O®(?)+©0+0©)+0 ((?)+©+©)+© (O+O©+©) = (23~ 1)2= 49

Zadatak 17.5 Koliko postoji najviSe razliCitih podmatrica kvadratne matrice
reda n?

Ekvivalentna formulacija ovoga zadatka glasi: ,,Ako su svaka dva elementa u matrici reda n razlitita,
koliko tada ima razli¢itih podmatrica te kvadratne marice ?” ili

Dokazati da ne postoji vise od 4n - 2n+1 + 1 razli¢itih podmatrica kvadratne matrice reda n.

-4
Zadatak 17.6 Koliko postgji najvise razlicitih kvadratnih podmatrica kvadratne

matrice reda n?

ReSenje (2°) —1
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Zadatak 17.7 Za sledeée matrice odrediti sve razliCite

a) kvadratne podmatrice b) minore
— Y

15 3

ReSenje: a) 1 5 19 b) 1 5 18

Definicija 17.8 Rang matrice jeste funkcija oznacena kao rang, koja pres-
likava skup matrica u skup nenegativnih celih brojeva na slede¢i nacin.

1. Akoje A= 0, tadaje rang A=0.

2. Kadje A ~ 0, tada je rang matrice A jednak r ako postoji minor
reda r razli€it od nule, a svi minori reda veteg od r, ukoliko postoje,
jednaki su nuli.

Drugim recima, minor najviseg reda matrice razlicit od nule, naziva
se bazi¢ni minor i njegov red je rang te matrice.

Odnosno, red najviSe kvadratne podmatrice (u smislu broja vrsta
odnosno kolona) matrice A, Cija je determinanta razliCita od nule, jeste rang
matrice A.

Definicija 17.9 Ako je rang matrice A jednak r, tada se svi minori reda r
razli¢iti od nule nazivaju bazi¢ni minori.

Primer 17.10

=>rangA =3

>

1
O O O o b~
O oo N
O O O o o
O O o NN O
O O N ©

KoUko najviSe bazi¢nih minora moze imati prethodna matrica? (jj)

Drugim re€ima, ako su svi elementi matrice A ispod glavne dijagonale ir-te vrste
jednaki nuli, a preostali elementi na glavnoj dijagonali razliCiti od nule, tada je
rang matrice A jednak r.

Kako se svaka matrica ekvivalentnim transformacijama moZze svesti na ob-
lik prethodne matrice i kako se ekvivalentnim transformacijama, tj. Gauso-
vim algoritmom, rang matrice ne menja, sledi da je to, u opStem slucaju,
najbrzi nacin za odredivanje ranga proizvoljne matrice. Videti 17.11 i 17.12.
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Definicija 17.11 Ekvivalentne (elementarne) transformacije matrice:

1. Zamena mesta vrstama (kolonama).
2. Mnozenje vrste (kolone) brojem razli¢itim od nule.

3. Dodavanje neke vrste (kolone) nekoj drugoj vrsti (koloni).

Ako su transformacije nad vrstama, one se tada nazivaju vrsta-transformacije.
Analogno se definiSu kolona-transformacije.

Teorema 17.12 Ekvivalentnim odnosno elementarnim transformacijamarang
matrice se ne menja.

Dokaz Kako se zamenom mesta vrstama u kvadratnoj matrici menja
znak njene determinante, a apsolutna vrednost se ne menja, i kako mnozenjem
jedne vrste matrice X sa A determinanta te nove matrice je Adet(X), sledi
da primena prvih dveju ekvivalentnih transformacija ne menja rang matrice.
PokaZimo da i treéa vrsta ekvivalentnih transformacija ne menja rang. Ako je
u nekoj kvadratnoj podmatrici X neka vrsta dodata nekoj drngoj vrsti, det X
tj. minor se ne menja zbog teoreme 10.16. Neka je rang matrice Mmn jednak
r. UoCimo sada neku podmatricu Crr matrice Mmn takvu da je detCrr 0
(koji postoji jer je rang Mmn = r) i neku vrstu koja ,,ne prolazi” kroz Crr.
Oznac¢imo sa bi, b2, ..., br one elemente te vrste koji pripadaju kolonama koje
prolaze kroz uoceni minor. Neka je Arr podmatrica dobijena od podmatrice
Crr tako Sto je i-ta vrsta podmatrice Crr zamenjena sa bt b2, ..., br i neka je
Brr podmatrica dobijena od podmatrice Crr tako Sto je i-toj vrsti dodata
vrsta bi, b2, ..., br. Sada, na osnovu teoreme 10.18 (osobina determinanti)
sledi da je det Crr + det Arr = det Brr. Kako je detCrr 0, to iz prethodne
jednakosti sledi da je bar jedan od minora det Brr ili det Arr razlicit od nule,
a kako su oni oba reda r, sledi da se rang matrice Mmn nece smanjiti. Rang
se nete ni povecati, jer kako su det Cr+j)[+i = 0 i det Ar+xrH = 0, to je i
det Br++r+i = det Cr+i>+H + detAr+ljr+1 = 0+ 0=0. 0O

Drugim reCima, dokaz ove teoreme je neposredna posledica osobina de-
terminanti.

Definicija 17.13 Za matrice A i B istog formata kaze se da su ekvivalentne
ako imaju isti rang, to jest ako se jedna od druge mogu dobiti ekvivalentnim
transformacijama. To se oznaCava sa A ~ B.
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Na osnovu izlozenog sledi:
M atrice istog formata imaju jednak rang ako i samo ako se mogu
ekvivalentnim transformacijama svesti jedna na drugu.

Lema 17.14
Neka su matrice A = [aijlnn i B = [bijjnn nad poljem R. Tada vazi:

rang(.A) = rang(S) => (3A GR) det(A) = Adet(B).

Teorema 17.15 Ako je r rang matrice Bmn = [bijjmn, tada se, ekvivalent-
nim transformacijama, od te matrice moze dobiti matrica *

1 M2 213 a4 alr+1 = « aln
0 1 .2 a24 a2r+1 <« = a2n
0 0 1 a 34 a3r+l e a3n
O O O 1 arr+1 ® e arn
0O 0 0 0 0 0
.o 0 0 0 0 .. 0

u kojoj ne postoje elementi ispod glavne dijagonale i r-te vrste razliiti od
nule, a prvih r elemenata na glavnoj dijagonali su jedinice. Ocevidno je da
svaka matrica oblika * ima rangr.

Matrice oblika * nazvace se trouglaste matrice, a matrice koje se od ma-
trica oblika * razlikuju samo u tome Sto su umesto jedinica brojevi razliciti
od nule, biée takode trouglaste matrice.

Dokaz Na osnovu definicije ranga dobija se daje r = 0 Bmn = [bijjmn = o i utom slucaju
teorema je oCevidno tatna. Neka je sada Bmn = [bijjmn / 0. Ako su svi elementi prve kolone jednaki
nuli, tada se zamene mesta prvoj i drugoj koloni. Ako su i sada svi elementi prve kolone jednaki nuli,
tada zamenimo mesta prvoj i tre¢oj koloni. Nastavljanjem ovog postupka dolazi se do kolone u kojoj
je bar jedan element razli¢it od nule, na primer fc-ti po redu, u protivnom polazna matrica bila bi nula
matrica. Sada zamenimo mesta fc-toj i prvoj vrsti. Prvu vrstu podelimo sa elementom koji je na njenom
prvom mestu za koji znamo da je razli¢it od nule, a zatim mnozimo odgovaraju¢im brojevima i dodajemo
ostalim vrstama tako da svi elementi prve kolone, izuzev prvog, koji je jedinica, budu jednaki nuli. Ako
matrica nema vise vrsta ili kolona, ondaje njen rangjednak r = 1i dobijena matrica je trazenog oblika. U

suprotnom, posmatramo njenu podmatricu dobijenu brisanjem prve vrste i prve kolone. Ako je podmatrica
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nula matrica, rang polazne matrice opetje r = 1 i matricaje trazenog oblika, a ako je podmatrica razlicita
od nula matrice, na nju se primeni isti postupak kao i na polaznu matricu. To se sve €ini dok se ne pojavi
nula podmatrica ili se dogodi da brisanjem prve kolone i vrste nestane posmatrana matrica jer se sastojala
samo od jedne vrste ili kolone. Tadaje poslednja matrica o¢evidno trazenog oblika. Kako rang te poslednje
matrice mora biti r zbog teoreme 17.12, ova poslednja matrica mora imati ta¢no r prvih vrsta ¢iji svi
elementi nisu nule, u protivhom bi rang te matrice bio manji od r. Opisani algoritam mora se zavrsiti u
konaéno mnogo koraka jer broj vrsta i kolona je kona¢an. Ovaj algoritam naziva se Gausov algoritam.
Strogi dokaz ove teoreme daje se indukcijom po broju vrsta m matrice

[IbijJrn, za svako n. Za r=rang Bmn = 0 tvrdenje je oCevidno tacno. Neka
je sada r=rangBm £ 0 odnosno Bmn ™ 0 . Za m = 1 tvrdenje je
tacno jer tada matrica ima samo jednu vrstu u kojoj je bar jedan element
razli¢it od nule (zbog rang Bmrmm ~ 0). Kako sada matrica ima samo jednu
vrstu zameni¢emo mesta kolonama tako da na prvom mestu bude elemenat
razlicit od nule, a potom celu tu vrstu podeliti sa elementom koji se nalazi
na prvom mestu. Pretpostavimo sada da je tvrdenje tacno za m i dokazimo
daje tvrdenje tacno i za m + 1. UoCiti matricu Bm+ijll od m + 1 vrsta. Kao
Sto je na pocCetku prethodnog pasusa pokazano, ova matrica se ekvivalentnim
transformacijama jednostavno svodi na matricu u kojoj je prvi element prve
kolone 1, a svi ostali elementi prve kolone 0 (opet moguce zbog rang Bnrm »
0). Ako je matrica Bm+xh imala samo jednu kolonu, dokaz je zavrSen, ako
je imala bar dve kolone, tada se brisanjem prve kolone i prve vrste dobija
matrica od m vrsta koja je ili nula matrica ili se na nju moze primeniti
induktivna pretpostavka. Posle ovoga, u oba slucaja oCevidno je dobijena
matrica trazenog oblika, pa je dokaz indukcijom zavrsen. O
M atrica ima rang r ako i samo ako se ekvivalentnim transformaci-
jama moZze svesti na matricu oblika  17.15.

U svim primerima rang matrice trazi se tako Sto ekvivalentnim (el-

ementarnim) transformacijama svodi na oblik * (videti 17.15), tj.

trougaoni oblik, s tim Sto umesto jedinica na glavnoj dijagonali mogu

biti i proizvoljni skalari polja razliciti od nule.

Primer Ispitati rang matrice u zavisnosti od realnih parametara a, b i c:

accb
c abec
c b ac
b c c a

ReSenje. Sprovesti sledeée ekvivalentne transformacije. Cetvrtu kolonu
pomnoziti sa -1 i dodati prvoj koloni. Prvu vrstu dodati Cetvrtoj vrsti.
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Trecu kolonu pomnoZziti sa —1 i dodati drugoj koloni. Drugu vrstu dodati
trecoj vrsti, tre¢u Getvrtoj vrsti. Cetvrtu kolonu pomnoziti sa —1 i dodati
trecoj koloni. Tako se dobijaju njoj ekvivalentna matrica i rang r:

a—b 0 c—b b '

0 a—b bh—c

0 0 a+ b—ac 2c

0 0 0 a+ 6+ 2cC
Akoje a=bRc=6=0 rang je r=0
Akoje a=bRc=670 rang je r=|I
Akoje a=bRc”~bRc=-—b rang je r=|I
Akoje a=bRcj”b Rcj7 —b rangje r=2
Akoje a7*bRa+6—2c=0Ac =0 rang je r=2
Akoje a”~bRa+b—2c=0Ac7™0 rang je r=3
Akoje a”~bRa+b—2c”0Aa+6+2c=0 rangje r=3

Akoje a bRa+e6—2c OAdfb 2c70 rangje r=4

Elementi glavne dijagonale matrice [aijJrn su ati, gde i preuzima sve vred-
nosti prirodnih brojeva od 1 do min{m, n}, elementi ispod glavne dijagonale
su &y zai > j ielementi ispod r-te vrste su at] zai > r.

Teorema 17.16 Rang matrice jednak je dimenziji vektorskog prostora gener-
isanog vektorima kolona te matrice.

Dokaz Nekaje bk = (bik, b2k, === bmk) k-ta vektor kolona matrice Bm =

[M\mn za svako k = 1,2,... ,n. Odrediti sada dimenziju vektorskog prostora
V generisanog sa B = (bi, b2,..., bn). Podimo od vektorske jednaline Cije
su nepoznate alyaz2,..., an

Gpbi + a2b2+ ... + anbn=0= (0,0,..., 0).
Ona je ekvivalentna sistemu linearnih jednacina
01611+ a2bi2+ 03613+ eee Xdanbin= 0
01621+ 02622+ CI3623+ == +0+62,7 = 0
albm\~ bm2s 0367713+ eee 4677771 = 0

Cije su nepoznate 01,02,..., an, a matrica je oCevidno baS matrica B =
[6ij]Jnm Ovaj sistem linearnih jednacina ekvivalentnim transformacijama
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svodi se na trougaoni oblik:

|
o

Pil+ Qi2a\2+ cb3ai13+ ee- * airair+ air+xOir+l+ eme+ ainaln =

tti2+ Oj3a23+ eee+aira2r+ air+tla2r+l+ eee+aina2n = 0
aid + ... +aira3r+ air+la3r+l+ eee+aina3n = 0
O-ir + ®ir+iarr+ 1+ eee+&inarn — o,
gde je (zi,i2,...,in) neka permutacija skupa {1,2,..., n}, odnosno

(ai,a2 e*= «»} = {ail,aia>..,ain}. Zbog teoreme 17.15, broj r je bas
rang polazne matrice. Ako je r —n, tada su rang matrice i dimenzija
prostora jednaki n i teorema je dokazana. Neka je sada r < n. Tada sledi
da je sistem neodreden i da je stepen njegove neodredenosti n —r. Zato se
nepoznate aH, ai2, ..., air gornjeg sistema mogu izraziti porno¢u nepoznatih
Qir+i,a jr+2,... ,ain. Sada u jednakosti ahbh + ai2bi2 + ... + ainbin = 0,
skalare aH, ai2,..., air izraziti u funkciji od air+l, air+2, ..., ain i grupisa-
ti sve vektore uz skalar air+l, zatim uz air+2 itd. uz skalar ain. Kako je
ta jednakost taCna za sve vrednosti skalara airtl,air+2, ..., ain, sve linearne
kombinacije tih vektora uz te skalare air+l,air+2, ..., ain, moraju biti jednake
nuli (uzima se da je tacno jedan od tih skalara jednak 1 a ostali jednaki 0).
Dobijaju se n—r jednakosti, odnosno n —r linearnih kombinacija vektora
skupa {t>i, b2,..., bn}, koje su jednake nuli. Posmatrati te n— jednakosti
»kao sistem™ iS20d n —r jednacina Cije su nepoznate vektori b\, b2, ..., bn.
Sistem S2 ekvivalentnim transformacijama svodi se na trougaoni oblik koji
¢e imati isti broj jednalina, to jest n —r, kao i sistem <2, jer ako bi ih
bilo manje, sistem jednacina <Si, Cije su nepoznate skalari a,, ima stepen
neodredenosti razliit od n —r. Kako ovaj trougaoni oblik ima tacho n —r
jednakosti, to sledi da se neki n —r vektori iz skupa B = {bi, b2,..., bn},
na primer bas onih n —r sa glavne dijagonale u trougaonom obliku, mogu
izraziti preostalim r vektorima toga skupa, $to znaci da ti r vektori generisu
vektorski prostor V koga generiSu i svi vektori skupa B = {bi, b2, ..., bn}.
Ti r vektori jesu i minimalni broj generatora, tj. baza tog prostora V, jer u
protivhom, sistem <® morao bi imati vise od n —r jednacina. Kako je rang
polazne matrice r i dimenzija prostora generisanog vektorima bi, b2,..., bn
takode r, to je dokaz zavrsen. Pogledati zadatak 17.17, jer fakticki ponavlja
ceo ovaj dokaz. O
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Dimenzija vektorskog prostora V jednakaje razlici broja vektora b+, b2, ..., bn
koji ga generiSu i broja jednacina sistema S2 odnosno veza medu vektorima

bi, b2, ..., bn,

gde su nepoznate vektor £5, b2,..., bn. Sada je oCevidno da je dimenzija
prostoraV jednakan—n—) = r, odnosno jednaka rangur matrice pomenu-
tog sistema jednacina.

Analogno se dokazuje da je rang matrice jednak dimenziji vektorskog
prostora generisanog vektorima vrsta matrice.

Evo prethodne teoreme ilustrovane na sledeCem primeru.

Zadatak 17.17 Neka je V vektorski prostor generisan uredenom petorkom
vektora (a, b, ¢, d, ). Naci sve linearne zavisnosti ove petorke vektora, dimen-
ziju prostora V, napisati sve baze prostora V Cije su komponente iz skupa
S = {a, bec,d, e}, pri éemu od n-torki koje su baze i razlikuju se samo u re-
dosledu komponenti, treba pisati samo leksikografski prvu i naci rang matrice
Cije su kolone vektori a, b c,d, e ako je:

a=(2-1,:y) I'=(1,0,-1,2) C= (0,1,--5.

d= (1,1,-6.,5) é=(--1,-2,12, - 10)

ReSenje. aa+ /3b+ 7c+ 5d+ ee = 0 <=

2a +P +5 —£=0 a +2p +37 +55 —JOe =0
—a +7 +5 —=2e =0 -1P —M7 -215 +42e =0
3a —3 —57 -65 +12e =0 N 2P +47 +65 —12e =0
a +2(3 +37 +55 —-|0e = 0 -3p —67 -95 +19e =0
a +2/3 —0Oe +37 +55 =0 a = 7 +5
p —be +27 +35 =0 p = -27 -35
£ =0 £ = 0

Sve zavisnosti skupa vektora S date su sa
(7 + Ha+ (—27—-3S)b+'yc+5d+0-e = 0+ (a—2b+ c)~/+(a—3b+d)6 = 0
gde su 7 i 5 proizvoljni realni brojevi. Za7 = 0i S = 1 dobija se da je
a—3b+d=0 dokza7 = 1iS=20sledia- 2b+c= 0. Znati daje
aa+ /Pp+ 7c+ 5d+ ee=0<+
a Sb +d +0 =0 a —3b +d +0 =0
a —2b +c +0ee=0 N b +¢ —d +0e=0 "

(a,S,1,5,e) €L((1, =3, 0,1,0), (0,1,1,-1,0))
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Kako je skalar e = 0, to vektor e koji stoji uz njega mora obavezno biti u svakoj
od trazenih baza, jer se iz toga sistema ne moze izraziti preko preostalih vektora!

Iz poslednjeg sistema sledi da su vektori a i b nepotrebni u generisanju pros-
tora V, pa (c, d, e) je generatorna za V te je dimV < 3. Medutim, kako posle-
dnji sistem reprezentuje SVE zavisnosti skupa vektora S = {a, b,c, d, e}, to
dimV = 3, u protivnom poslednji sistem u tom trougaonom obliku morao bi
imati TR nezavisne jednacCine, a on ima DVE. OCit.oje da (c, d, e) jeste baza
prostora V, ali kako proveriti da lije (a, b, e) baza prostora V? Komplement
skupa {a, b, e} u odnosu na skup S jeste {c, d}. Ako se elementi skupa {c, d}
mogu izraziti samo preko skupa vektora {a, b, e}, to ¢ée znaliti da (a, b e)
jeste baza, jer se ve¢ zna da je dimV = 3. Drugim reima, treba proveriti
da li poslednji sistem u kojem je skup nepoznatih {c, d}, jeste takav da se c i
d mogu izraziti preko vektora a, b i e, odnosno da li je determinanta sistema

~ -~ razlicita od nule ili jednaka nuli! Ako je razli€ita od nule, onda ¢e

0 - _ 1N
11 - 170, to (a, be)

jeste baza. Tako se dobija da (a, b,e), (a,c,e), (a,d,e), (b,c,e), (b,d,e), i
(c, d, e) jesu baze. Videti definiciju 14.17, gde stoji daje {a, b, e} baza akko
je (a, b, e) baza.

(a, b,e) biti baza, u protivhom nece. Kako je

UoCiti razliku islicnosti izmeCTu sistema zavisnosti nekog skupa vektora
i homogenog sistema linearnih jednacina nad nekim poljem!

Razlika je

Dimenzija vektorskog prostora V moze se racunat.i i kao razlika ukupnog
broja vekt.ora koji ga generiSu rninus stepen neodredenosti dobijenog sistema
linearnih jednacina po a, (3,7, S,e tj. dimK = 5—2 = 3 ili ukupan broj
vektora minus rang matrice A sistema zavisnosti vektora a, b, c,d, e. U ovom
zadatku matrica A sistema zavisnosti glasi

1-3010 e .. .
, Ciji je rang ocevidno jednak 2.
A 1-2100 I g J



17. Rang matrice i inverzna matrica 287

Kako je matrica X Ciji se rang trazi, ekvivalentna matrici Y koja je do-
bijena od matrice X ekvivalentnim transformacijama, odnosno

2 1 0 1 -1 12 -10 38 %
-1 0 1 1 -2 Cy_ 01 -6 23
3 -1 -5 -6 12 0 0 100
1 2 3 5 -10 0 0 000

toje rang X=rang Y = dimK = 3.

I na ovom primeru provereno je da rang matrice je jednak dimenziji vek-
torskog prostora generisanog vektorima kolonama te matrice.

MoZe se primetiti da ovaj primer u potpunosti reprezentuje i opsti dokaz
teoreme!
Postoji potpuna analogija izmedu ekvivalentnih transformacija matrice i ekviva-
lentnih transformacija sistema linearnih jednacina.

Teorema 17.18 Z3i=(/?n, /2i, === Pmi), /2= (/42,/22, ... /D),
eem>fin (/N /321 ===, Pmn) su vektori iz F m, gde je (F, +, 9 neko polje, neka
je (a\,a<z,..,am) m-torka vektora koja generiSe vektorski prostor (V,F, +, 9
i za sve skalare oti,a% ..., am iz F vazi
otiag™1- ... ~dra®m= 0 +M (ou, a<i, mm am) G L(f3x,... {3n).
Tada je dimenzija vektorskog prostora (V, F, +, 9 jednaka m —r, gde je
r rang matrice A Cije su kolone vektori (31;... ,(3n odnosno

Pu 012 ee= PIn

021 022 wmm 02n
A= rang A=

Oml O0m2 ov

Dokaz ove teoreme sledi iz zadataka 14.37 i 17.17.

Konstruisati algoritam za odredivanje svih baza prostora V Cije su kom-
ponente iz skupa (ai,a2,...,an}.

Algoritam je opisan u zadacima 14.37 i 17.17 i na ispitu se vrlo Cesto
pojavljuju takvi zadaci!

Teorema 17.19 Za svaku kvadratnu matricu Bnn vazi daje njena determi-
nanta razlicita od nule ako i samo ako su njeni vektori kolone (vrste) linearno
nezavisni, to jest

detBnmn 0 <> (&%, 62,.. = bn) je nezavisna,
gde je bi= (bu,b2l,..., bni) i-ta vektor kolona matrice Bnn = [bijjnn za svako
i=1,2,...,n.
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Dokaz
(=>)

Ako je detBnn ™ 0, tada je n-torka vektora (61, 62, ..., bn) nezavisna.
Dokaz se izvodi kontradikcijom, odnosno pretpostavkom daje n-torka (bis 62, ===, bn)
zavisna. Tada se bar jedna kolona 6& od kolona te n-torke moze napisati
kao linearna kombinacija preostalih kolona i neka su skalari u toj linearnoj
kombinaciji redom Ai, A2, ..., An_i. Ako se sada svaka od preostalih vektor
kolona pomnozi redom sa skalarima —Ai, —A2,..., —An_i i sve doda koloni
6fc, dobi¢e se da su u koloni 6* sve nule, to jest daje detBnn = 0, Sto je
kontradikcija uslovu.

<=

g\leliaje n-torka vektora (61?62, ..., bn) nezavisna. Dokazati daje det Bnn ~
0 . Dokaz se opet izvodi kontradikcijom to jest pretpostavkom daje detBnn =
0 , Sto znaci daje rang Bnn < n, odnosno dim,L(bi, &, ..., &,,)< n zbog
teoreme 17.16. Kako n-torka vektora (6X, &, ..., bn), generiSe prostor di-
menzije manje od n, po teoremi 14.31 n-torka (61?62, ..., bn) linearno je

zavisna, Sto je kontradikcija uslovu. 0O
Drugim reCima, determinanta matrice jednaka je nuli ako i samo
ako su vektori kolona linearno zavisni.

Teorema 17.20 Neka su ax —(an,..., ani), a2 = (al2 e== an?),..., an =
(ain, ..., ann) vektori kolone matrice A = Ann = Jaijjon i neka je V =
Lin(ax,a2,... anj*fauai + a2a2+ ... + ananjai,a2 m.., an e M}. Tada:
dimV = 0<>rang A*Ooai™.-.an"O+" a2+ ... + an2= 0,

gde je a2 skalarni proizvod vektora & sa samim sobom.

Na testovima se pojavljuju primeri poput ovih koji slede, u kojima se
zaokruzuje samo broj ispred iskaza koji je taCan, ili se upisuje odgovor na
ostavljena prazna mesta. Broj tacnih iskaza moze biti 0,1,2,..., svi.

Test 17.21 Neka su ax = (an,....a,i). a2 = (al2 ..., an?2),..., an =
(aXn, ..., ann) vektori kolone matrice A = Am = [a,j]lnn i neka je V =
Lin(alba2,... anj™laia™ + a2a2+ ... + ananjai,a2,...,an G1}. Tada:l.
detA 0 <erangA < n 2. detA ™ O<trang A <n

(™)(al;a2,... an) je zavisna <=>det A=0 (22)dimK7™0 +>rang A > 1
5. det4 ™0 + dimK<n (tu)(al.a2,... an) je zavisna <>rang A<n.
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Test 17.22 Odreditirang r matrice A u sledecih osam slucajeva.

prrogra)paqr)=(000) b)(pg" =(111)
rpr o oc¢)pan=  d@EaqN=(112)
Fapr e®ETNE T2° 1) (pgr) = (132)
ar rp g (pr)y=(1,-31) h) (pg 1 =(1,21).
b) r= c) r= d) r= e) r= f) X= g) = h)

Test 17.23 Koje tvrdenje je tatno ako je A kvadratna matrica reda n: a)
det A=0=>rang A=0, b) detA=0=mrangA=n,
c))det A= o rang A< n—1, (&))rang A=n =>detA ~ 0.

Test 17.24 Neka su A > B - kvadratne matrice A i B reda n su ekviva-
lentne. Zaokruziti tacno: [a))A ~ B => ~det A=0  det£?=0"

b) A~ B ¢ |det A\ = |detB\, c) A~ B =#>det A = detB,
(d)detA = detB 0 =>A ~ 57%e2)(detd / 0 AdetB 0) A ~ 5, f)
A&oje X 0, tada vazi dadet A = XdetB == A ~ B,

Test 17.25 Za regularne kvadratne matrice A,B,C reda n vazi:

a) (AB)-1= AUl# -1 b) A5 = BA @A(BC) = (AB)C
d) det A4 = AdetA e) AB = BA f) det(ALf?) = det A + detB
g) det(A + B) = det A + detB (h))det(AB) = det Adet B.

Test 17.26 Neka A ~ B znaci da su matrice A i B ekvivalentne. Tada
zaokruziti tatan odgovor:

(af)A~B=>(rang A=0 «rang B=0

b) det(A) = det(B) + A ~ B, c) A ~ B +> det(A) = det(B),
d) A ~ B =>\det(A)\ = \det(B)\, e) A~ B 4> \det(A)\ = \det(B)\,
f) 4~ B e (rangA =0-+>rangB =&

U sledecim testovima zaokruZziti broj ispred ta¢hog odgovora.

Test 17.27 Akoje f : V W._ izomorfizam vektorskog prostora V u vek-
torski prostor W, tada: 1fjpostoji f 1 '2) dim(V) = dim(W)
3) V = W(A))za svaku nezavisnu n-torku (v\,...,vn), , .o f(vn)y n-

torka je nezavisnc(fiff)za svaku zavisnu n-torku (W, ...,vn), (f(v\),...,f(vn)J,
n-torka je zavisna(K))f (x) = 0+ x = 0fff))/(0) = y=y=0.
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Test 17.28 Ako je f : V — W homomorfizam (linearna transformacija)
vektorskog prostora V u vektorski prostor W, tada:

1) postoji f~1 2) dim(V) = dim(W) 3) V = W  4) za svaku neza-
visnu n-torku vektora (vi,...,vn) iz V, n-torka ... f(v,,)j je nezav-
isna u W ("3))za svaku zavisnu n-torku vektora (V\, ...,vn) iz V, n-torka

(f(vl),..., f(vrSj je zavisna uwW 6) f(x) =0 x=0.

Test 17.29 Za svaku linearnu transformaciju f : R —*R 1isvako x,y, X v E
M tacno je: 1) /(1) = 1('2)j/(0) = 0 3) f(xy) = f(x)f(y) 4) /(0) = 15)
f(-x) = -x(6f)f(xy) = xf(y) 7) f(Xv) = 7(A + f(v).

U poglavlju Determinante date su definicije minora M% i kofaktora Af]

nekoga elementa at] matrice A = [aij]. Sledi definicija adjungovane matrice
od matrice A = [aij] i oznaavace se sa A* = adj A.

Definicija 17.30 Ako je A = [alj\nn kvadratna matrica, tada njoj adjungo-
vana matrica, u oznaci adj A, jeste matrica

A\i A~l .+ 1t Anl
A A22 1t An2

u-o PflIfl¢ ToO iu
nAtP!CA
A\n Azn 1 - “nn

Od matrice A dobija se njoj adjungovana matrica adj A tako Sto se
svaki element a™ matrice A zameni njegovim kofaktorom At i zatim izvrsi
transponovanje, odnosno odgovarajuce vrste i kolone zamene mesta.

Minor matrice A je determinanta podmatrice matrice A koja se dobija
uklanjanjem z-te vrste i j-te kolone matrice A.

Kofaktor A matrice A je AV = (- iy+JMtJ.

Primer
"2 3 -1" "-18 -22 10"
A= 0 -2 4 = adjA= 12 17 -8
3 1 7 6 7 -4
Definicija 17.31 Kvadratna matrica B reda n je mverzna kvadratnoj ma-
trici A reda n ako je AB = 1, gde je | = [i%]ne jediniCha matrica to jest
cdH=0 i jiaj= 1<3-i=j. Matrica inverzna matrici A oznaCava se

sa A~Il, odnosno A~lI = B
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Teorema 17.32 Kvadratna matrica A = [at]Jnn ima inverznu matricu ako i
samo ako je njena determinanta razlicita od nule.

Dokaz

(=K)

Ako matrica A ima sebi inverznu matricu A-1, tada je AA~X= 1, a pri-
menom teoreme 10.24 dobija se da iz det(AA~x) = det | sledi det A det A~x =
1, Sto znaci da je detA 0.

(<)

Na osnovu teoreme 10.23 i defmicije 17.30 dobija se da je

A (adj A) = [ail Akl + Cli2A2 + ...+ ainAkn]nn =

detA 0 0o 10 .. 0"

0 detA ... 0 01..0
= det A = (detA)l

0 0 ... detA 00 .. 1

Znaci, dobija se da je A(adj A) = (detA)l ili Ay(detA) ladjAj = /,

odnosno A~l = (detA)~I adjA. Primetimo da skalar (detA)*1 postoji
samo zato Sto je detA~ 0. O
Primer
2 3 -1 1 '-18 -22 10°'
A= 0 -2 4 = A-l=— 12 17 -8
3 1 7 -6 6 7 -4
5 66 | 5 6 -6
Primer -8 -11 12 = -8 - 11 12 jerje
-4 -6 7 -4 -6 7 _
"5 6 -6 "' 5 6 -6 " "1.0 0"
-8 -11 12 -8 -11 12 = 010
-4 -6 7 -4 -6 7 0 0 1
X—y+ Oz=2
Prirner 17.33 ReSiti sistem 2x + 0y —z = 4 matrichom metodom.
xT3y—3z=2

X 1 -1 o' tigo
Vv = 4 & y = 2 0 -1 4
z 1 3 -3 2
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0 -1 - o T ©
8 ~38 g -8 0 1 2
1 2 - 0 4
ds 1 -3 -3 -1 )
2 0 -1 1 -1
1 3 3 2 0
e | — | — . —
f3 -3 g8 18 81 - : Q
5 -3 1 4 = 5 -3 1 -2 = 0 odnosno
6 -4 2 2 6 -4 2_ -1 _ | o}
R
X, y,2) = (20,000’'x=2y=0,z=0.

Definicija 17.34 Ako kvadratna matrica A ima inverznu matricu ih det A A
0, tada se za matricu A kaze da je regularna. U protivhom, matrica A je
singularna.

Definicija 17.35 Skalarni proizvod vektora (ax, «2, === an) G F n i vektora
(0i, 02,.. =0n) G jesfe skalar a\O\ + »2/"2 + @+ «/5Nn G F.

Skalarni proizvod vektora
A = («i,a2,®=.,an)i B = (/31?/2,..., /) jeste proizvod
matrica vrste AT i kolone B. Videti 16.3.

Napomena: U 16.3 definisano je da ako je A = (a\, a2, mm an) vektor, tada
je AT = [a\ a2, mm an\matrica vrsta, jer je A matrica kolona!

Nakon ove definicije, proizvod matrica A — \®jj]71i B = \oj\k moze se
definisati na slede¢i nacin.

Definicija 17.36 Element matrice AB na mestu (i,j) dobija se kao skalarm
proizvod i-te vektor vrste matrice A = [a,],TO1i j-te vektor kolone matrice
B = [hj\nn, tj. AB = [anbij + ai2bj + ... + ainbnj\nn.

Teorema 17.37 Ako su matrice Ax i Cx dobijene redom od matrica A i C
tako Sto su nad njima vrSene iste ekvivalentne vrsta-transformacije, tada iz
AB = C sledi AX8 = C\.

Dokaz Nekaje AB = C. Tada, po definiciji mnozenja matrica, i-ta vrsta
matrice C dobijena je tako Sto je +ta vrsta matrice A skalarno mnoZena
redom sa svim kolonama matrice B, pa je onda oCevidno da ako u matrici A
zamene mesta +ta i j-ta vrsta, a da bi se oCuvala polazna jednakost, isto ¢e
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se desiti i u matrici C. Analogno se zakljuCuje i za transformacije mnozZenje
vrste skalarom i dodavanje i-te vrste j-toj vrsti (i j-]j).

Evo joS jednog dokaza drugog dela teoreme 17.32:

Inverznu matricu A 1 matrice A = 4j;n  naci ¢emo polazeci od
jednakosti N M A  Sprovesce se iste ekvivalentne vrsta-transformacije
nad uokvirenim matricama tako da matrica A prede u matricu A\ oblika
* iz teoreme 12.8. Ovo je moguce dobiti samo sa vrsta-transformacijama jer
je detA ~ 0, pa u svakoj koloni ima bar jedan element razli¢it od nule
i zbog toga nije potrebno menjati mesta kolonama. Pri tome se matrica |
transformisala u matricu koju éemo oznaciti, na primer sa R, i zbog teoreme
1737 je INA = A\. Kako je detA /7 0, toje rangA = n paje i
rangA\ = n, zbog Cega su u matrici A\ svi elementi na glavnoj dijagonali
jednaki jedinici (a ispod glavne dijagonale jednaki nuli). Dalje se vrSe iste
ekvivalentne transformacije nad matricama I\ i A\, tako da se od matrice
A\ dobije jedini¢na matrica |, $to je oCevidno moguce, a pri tome ¢e od
matrice I\ nastati traZzena matrica A-1, jer iz INA = A\ dobijeno je
A~IA = |. Znali, pokazano je da ako je det A ™ 0, tada postoji matrica
A~xtakva daje A~IA = I.

Ovo je istovremeno i najjednostavniji algoritam za efektivno
izraCunavanje inverzne matrice u opStem slucaju.

Teorema 17.38 Ako je MInn skup svih regularnih matrica reda n, tada je
(M'nn, @ multiplikativna grupa.

Evo jedne ekvivalentne definicije determinante koja se oznatava sa det : A4nn —»F. Osnovna
definicija data je u 10.8

Definicija 17.39 Determinanta je funkcija det : Ainn —sF koja je definisana za svaki prirodni broj n
tako da je

< linearna po svakoj vrsti (videti 10.18),
« jedinicne matrice se preslikavaju u jedinicu polja F (videti 10.19),

« ako su vektori vrste matrice linearno zavisni, tada se matrica preslikava u nulu polja F (videti
10.15).
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Poglavlje 18

KARAKTERISTICNI
KORENI I VEKTORI

U mnogim oblastima matematike i drugih nauka veliku vaznost i primenu
imaju karakteristicni koreni i vektori.

Definicija 18.1 Neka je A kvadratna matrica reda n nad nekim poljem F.
Skalar Xje karakteristiCna vrednost (koren) matrice A ako i samo ako postoji
vektor x = (xi, X2,..., xn) £ Fn (uredena n-torka), razli¢it od nula vektora
0,0,...,0), takav da se linearnom transformacijom, koja odgovara matrici
A, preslikava u vektor Ax odnosno

AX = AX.

Vektor x tada je karakteristicni vektor matrice A za karakteristicni koren
(karakteristicnu vrednost) X

Linearna transformacija koja odgovara matrici A obelezava se takode sa
A, pa u jednakost Ax = Ax, izraz Ax predstavlja sliku vektora x funkcijom
A i istovremeno proizvod matrice A i1 matrice kolone x = [x£X2 ... xn]T, jer
vektor x (uredena n-torka) moze se predstaviti kao matrica kolona.

Napomena: Simbol x tretira se dvojako, kao uredena n-torka ili kao ma-
trica kolona, zavisno od konteksta! To je jedan izomorfizam!
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Drugim reCima, vektor x ~ (0,0,..., 0) i njegova slika vektor Ax jesu
kolinearni vektori (njihove koordinate su proporcionalne) ako i samo ako je
x karakteristicni vektor matrice A.

Najbrza provera da li je x karakteristicni vektor matrice A, jeste
izraCunati proizvod Ax i proveriti da li je taj vektor kolinearan sa x
odnosno da li su njihove koordinate proporcionalne. Ako jesu, taj
koeficijent proporcionalnosti je karakteristiCha vrednost te matrice.

Primer 18.2 lzraCunati karakteristicne korene i njima odgovaraluce karak-

1 -2 -2
teristiCne vektore matrice A = 1 5 3
-1 -2 0
ReSenje Po prethodnoj definiciji AX = AXx < (A —A)x —0 &
1 -2 -2 X X 1 AX —2y —2z=0
1 5 3 y =Ay X+(5 -Ay+3z=0
1 -2 0 z z —X —2y—~Az=10

Da bi postojao nenula vektor (au, a™, 0:3), koji je reSenje ovoga sistema
linearnih jednacina, determinanta mora da bude nula, jer je sistem homogen
odnosno kada bi determinanta sistema bila razli¢ita od nule, sistem bi imao
samo jedno reSenje (0, 0, 0)!

1- A -2-2
1 5-A 3 =-A3+6A2- 11A+6=00A¢e{l, 2 3}
-1 -2 -A

Znaci, karakteristicni koreni matrice A jesu Ai = 1, A2= 2i A3= 3.
Polinom Za(A) = det(A —Al) = N A—A/| = —A3+ 6A2 —11A + 6 naziva
se karakteristi¢ni polinom matrice A.
Karakt(:ristIcnoin korenu A = 1 odgovara skup karakteristicnih vektora
(X, ¥, 2) £ R koji su nenula reSenja sistema jednacina

AX = Aix (A - lel) mxyziT = [000]T +>

- 2y - 2z=0 =
+ x + Ay + 3z=9% <+ X Zz
—~ —2y — z=0 '

Skup karakteristicnih vektora koji odgovaraju korenu Ai = 1je Vj =
{(+ -2, 2\z £ R\{0}} = {«(!,-1,1)Ja G R \{0}}. Vidi se da je Vi
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jednodimenzionalni potprostor baze {(1, —1,1)} vektorskog prostora M3 bez
(0, 0, 0) tj. prava kroz koordinatni pocetak bez njega.

Analogno se dobijaju skupovi karakteristiCnih vektora koji odgovaraju
korenu A2 = 20 V2 = {(0, —z,2)\z GR \{0}} = {«(0, —1, I)\a G M\ {0}}
(jednodimenzionalni potprostor, tj. prava sa vektorom pravca (0, —1,1)) bez
(0,0,0) i korenu A3 = 3: V3 —{(+ —2z,2)\z G M\{0}} = {a(l, —=2,)]a GM\
{0}} (jednodimenzionalni potprostor, tj. prava sa vektorom pravca (1, —2,1))
bez (0, 0, 0).

Ako se u polinomu /A(A), pored slobodnog ¢lana ,,dopise” (slobodni ¢lan
se pomnozi jedinicnom matricom) jedini¢na matrica | i umesto A svuda se
zameni matrica A, tada ¢e se za rezultat uvek dobiti nula matrica. To je
poznata Kejli —Hamiltonova teorema.

Teorema 18.3 (Kejli — Hamiltonova teorema). Svaka matrica zadovoljava
svoj karakteristi¢ni polinom.

U prethodnom primeru je —A3+ 6A2—11A + 6/ = 0. Proverite sami!

Definicija 18.4 Polinom YA —aA/] ili \XI —A\ naziva se karakteristic¢ni poli-
nom, a M —XI\= 0 zovemo karakteristicna jednaCina matrice A.

Teorema 18.5 Karakteristi¢ni koreni (vrednosti) matrice jesu nule odnosno
koreni njenog karakteristicnog polinoma. (Videti primer 18.2)

karakteristicni polinom P (A) = \XI —A\ jeste:
0 0 —a0
A= 1 0 _a\ UopStenje je ocevidno.
0 1 —a2

Ovo je vrlo znatajno, jer postoje brojni algoritmi za izraCunavanje
karakteristicnih korena i karakteristicnih vektora matrice, pa time i za
ratunanje korena proizvoljnog polinoma.

Definicija 18.7 Suma (zbir) modula (apsolutnih vrednosti) svih elemenata i-te vrste matrice A = [aijlnn,
izuzev elementa sa glavne dijagonale, oznacava se sa rLi naziva polupre¢ik Ger8gorinovog kruga (intervala

u slu€aju realnih matrica), ¢iji je centar olL, tj. r, = —pLl + + , ]ojj].
Teorema 18.8 Za svaku matricu A = [aij]lnn vazi:
a) Ako je \aa\ >r, za svako i e {1,...,n}, tadaje matrica A regulama ili det A ~ 0.

b) Svaki karakteristitni koren A matrice A = [aijlnn pripada nekom Ger$gorinovom krugu (inter-
valu) odnosno vazi JA—aa] < r,, za neko i £ {1.2....... n}. Vidi definiciju 18.7.
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Definicija 18.9 Matrice za €iju svaku vrstu vazi \au\ > r* odnosno koordinatni pocetak ne pripada
nijednom Ger8gorinovom krugu, nazivaju se strogo dijagonalno dominantne ili SDD.

Teorema 18.10 Za svaki polinom P postoji matrica A ¢iji je karakteristi¢ni polinom ba3 P.

Definicija 18.11 Polinorn najmanjeg stepena rn(X), koga ,,zadovoljava ’ ma-
trica A, . m(A) = 0, naziva se minimalni polinom matrice A.

Kako matrica A, po Kejli - Hamiltonovoj teoremi, ,,zadovoljava” svoj
karakteristicni polinom /”~(A), to je onda minimalni polinom delilac karak-
teristiCnog polinoma.

Minimalni polinom matrice A trazi se tako Sto se karakteristi¢ni polinom
rastavi na proizvod nesvodljivih polinoma i napiSu svi delioci (naravno, ste-
pena veceg od nule i normalizovani). Od svih tih delilaca, minimalni polinom
bi¢e onaj koji je najmanjeg stepena i matrica A ga ,,zadovoljava”.

Kako u prethodnom primeru karakteristicni polinom matrice A jeste
fA(A) = detVA- XI\ = -A3+ 6A2- 11A+ 6 = —(A- 1A - 2)(A- 3),
»kandidati” za minimalne polinome jesu:

mi(A) = A—1, NA) = A—2, ui3(A) = A—3,
m4A) = (A- 1)(A- 2) = A2- 3A+ 2,
m5(A) = (A—1)(A —3) = A2—4A+ 3,
m6(A) = (A—=2)(A—3) = A2-5A+6, m7(A) = TA(A). Kakojemi(A) = A-1 »
0 m™MA) = A-2-1 0 ms(A) = A-3-1 ~ 0 m4(H) = A2—3-A+2-1 ~ 0.
m5(A) = H2—4-A+3-J ™ 0, m6(A) = A2-5-A+6-/ ~ 0, mr(A) = fAA) = 0
(bez raCunanja - na osnovu Kejli-Hamiltonove teoreme). Dakle, minimalni
polinom u ovom primeru slucajno je ba$ karakteristicni polinom matrice A,
m(A) = fAX) = —A3+ 6A2 —11A + 6.

Najbrza provera da li vektor (1, —2,1) jeste sluCajno karakteristicni vek-

tor matrice A, sastoji se u tome Sto se izraCuna

12 -2 1t o3 Lol
1 5 3 2 = -6 =3 -2
120 1 3 1

Kako je za rezultat dobijen vektor (3, —6,3) = 3  -2,1) koji je kolinearan
sa (1,-2,1), sledi da (1, -2,1) jeste karakteristicni vektor.
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slobodni vektori, analiticka geometrija, vektorski prostori, matrice, linearne
transformacije, rang matrice i inverzna matrica i karakteristi¢ni vektori i koreni
matrice.
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zadovoljstvompredlazemo izdavanje udzbenika ALGEBRA.
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